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AVERTISSEMENT. 



Ce fascicule est le deuxieme du Cours de Mecanique et 
Machines professe a I'Ecole Polytechnique par M. Edm. 
Bour, pendant la trop courte duree de son enseignement 
dans cette Ecole. 

Lorsque la mort vint prematurement interrompre la 
carriere scientifique si brillamment parcourue par le 
jeune Professeur, le premier fascicule de son Cours (Cf- 
nematique) avaitseul ete public, et Ton pouvaitcraindre 
que la suite ne fut perdue pour la Science; mais il avail 
laisse entre les mains de son ami M. Mannheim, Profes- 
seur a TEcole Polytechnique, le manuscrit de la fin de 
son Ouvrage. M» Mannheim, voulant s'entourer de toutes 
les garanties possibles pour la publication de ce manu- 
scrit, a obtenu le concours devoue de MM. Phillips, Col- 
lignon et Kretz. 

M. Phillips, qui avait ete appele a succeder a M. Bour 
dans la chaire de Mecanique, etait mieux que personne 
en position de revoir la redaction, d'en combler les la- 
cunes, en un mot de mener a bonne fin une si delicate 
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entreprise. M. Collignon, Inspecteur general des Fonts et 
Chaussees, avait ete le repetiteur du Cours de M. Boura 
TEcole Polytechnique. Enfin M. Kretz, Professeur de 
Mecanique a TEcole d'Application des Ingenieurs des 
Manufactures de TEtat, ami intime de M. Bour, avait une 
connaissance complete des idees de TAuteur sur la Meca- 
nique et avait specialement discute avec lui toutes les 
questions relatives aux applications de la theorie aux 
machines. 
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TRAVAIL DES FORCES DANS LES MACHINES 

A l'eTAT DE MOUVEMENT UNIFORMS. 



Ce Volume est divis6 en deux Sections. 

La premiere a pour objet la Statique proprement dite, c*est- 
a-dire I'^tude des lois de requiJibre des forces appliqu^es aux 
systemes maleriels. 

La seconde est consacree aux machines et comprend 
Texposition du theoreme des forces viveSj Tapplication de ce 
iheoreme aux machines en mouvement, la mesure du travail 
des forces et I'etude particuliere des resistances passis^es, 
entre autres du frottement de glissement. 



B. - II. 



CHAP. I. — PRINCIPES FONDAMENTAUX DE LA STATIQUE, ETC. 3 



PREMIERE SECTION. 

STATIQUE. 



CIIAPITRE I. 

PRINCIPES FONDAMENTAUX DE LA STATIQUE 

ET DE LA DYNAMIQUE. 



Le veritable objet de la Mecanique est Tetude du mouve- 
ment dans ses rapports avec ies causes qui lui ont donne 
naissance et qui en determinent ies diverse9»affections. 

Le but de cette etude est de nous niettre a meme de 
resoudre le probleme suivant, probleme qui ne presente pas 
la moindre analogie avec ceux que nous avons rencontres 
en Cinematique : 

Un corps etant place dans des conditions parfaitement 
defuiieSy quel niouvement va-t-il prendre? 

Reclproquement : Pour obliger un corps a prendre un mou- 
{^ement donne, comment faut-il fair e? 

Gommengons par definir avec precision Ies expressions 
empruntees pour la plupart au langage ordinaire, qui sonl 
d'un usage continuel dans la science que nous abordons. 

Definitions^ 

Un corps, en Geometrie pure, est simpleraent une portion 
bien delimitee de I'^tendue. Au point de vue physique, un 
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corps est quelque chose de materiel (^), reunissant k la pro- 
priele de Vetendue celle de Vimpenetrabilite (doni nous aurons 
plus lard a preciser le veritable caractere), elquelques autres 
allribuls qui se rapporlent d'une maniere toute speciale k la 
partie de la Mecanique a laquelle nous sommes nalurellement 
arrives. 

Du point materiel. — Nous avons dislingu^ soigneusement, 
en Gin^matique, le mouvemenl simple d*un point geom^trique 
dcs phenomenes beaucoup plus compliques que nous offre le 
mouvement d'un corps de dimensions finies, meme quand ce 
corps pelit etre consid6re comme solide, c'est-a-dire comme 
invariable de forme. 

De meme, dans le nouvel ordre d'idees que nous abor- 
dons, nous simplifions considerablement les choses en consi- 
derant d*abord un corps assez petit pour que nous puissions 
faire abstraction de ses dimensions, ne pas nous preoccuper 
des mouvements relatifs de ses diverses parties, et voir uni- 
quement le mouvement simple de I'un quelconque de ses 
points. 

V element auquel on arrive en concevant ainsi un corps 
divise en partis de plus en plus petites, element qui con- 
serve necessairement toutes les proprietes du corps et en 
particulier la qualite d'etre materiel, cet element, dis-je, est 
connu sous le nom de point materiel. 

Un point materiel est done un corps dont les dimensions 
dans tons les sens peuvent etre consider6es comme plus 



(*) Voici une definition de la matiere, empruntee k un excellent ouvrage 
de M. Cournot : 

« L'experience la plus familiere nous apprend que les objets qui affectent 
nos sens d'une maniere si variee, et auxquels nous donnons le nom de cor/?* 
quand nous voulons les designer par une appellation commune, sont sujets, 
non seulement a se deplacer, mais encore a changer de dimensions, de 
figure, d'aspect et d'etat, et m6me a perir dans leur individuality par la 
desagregation et la dispersion de leurs parties. 

» Ce qui persiste apres le cliangement ou la destruction du corps, en 
restant inalterable dans la collection des parties, c'est ce que nous appe- 
lons la matiere, » ( Traite de Venchainement des idees fondamentales 
dans les sciences et dans I'histoire; Chap. Ill, Des idees de matiere, de 
masse et d'inertie.) 
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petiles que toute grandeur assignable, %ouiinfiniment petites, 
suivant le langage mathemalique. Un corps de dimensions 
finies est la collection d*une infinite de points mat^riels, lies 
entre eux d'une maniere quelconque (*). 

Les premiers Ghapilres de la Staiique et de la Dynamique 
sont naturellement consacres a Tetude de T^quilibre et du 
mouvement d*un point materiel. 



§ I. — ^QUILIBRE D*UN POINT UAT£RIEL. 

Des principes de la Mecanique rationnelle. — Le caractere 
de ces principes a et6 differemmeni apprecie : les uns y ont 
vu des axiomes evidents, les autres des fails d'experience, 
d'autres encore des poslulats, des hypotheses. La difficulte 
est des plus serieuses. 

D'une part, en effet, on ne pent guere nier la certitude ra- 
tionnelle de la Mecanique, donl les th6oremes pr^sentent le 
memo caractere que les verites les mieux d6montr6es de la 
Geometric. 

D'autre part, la valeur d'une consequence ne saurait 6tre 
superieure k ceile des premisses, et Ton ne pent dire que les 
principes de la Mecanique soient d'une Evidence absolue, qu'ils 
s'imposent necessairement k la raison comme les axiomes 
fondamentaux de la Geometric. 

Les principes de la Mecanique presenteraient plut6t le 
caractere de postulats, plus ou moins analogues k la proposi- 
tion celebre qui sert de base a la theorie de paralleles. L'exac- 
titude de ces principes ou postulats est rendue a posteriori 
incontestable par la verification experimentale des r6sultats 
que la Mecanique rationnelle en deduit par des raisonnements 



(*) Nous verrons que, dans certains cas, un corps, solide ou non solide, 
voire m^me la reunion de plusieurs corps independants, se comporte comme 
si toute la mati^re correspondante 6tait condensee autour d'un certain 
point dans un volume aussi exigu qu'on voudra le supposer. 

L'dtude de I'equilibre et du mouvement d'un point materiel n'est done 
pas une pure abstraction, un simple point de depart de ce qui se rapporle 
k un corps proprement dit : c'est un chapitre de la Mecanique qui comporte 
des applications speciales. 



6 PREMltRE SECTION. — STATIQUE. 

ligoureux; el la plus grande preuve de ce genre se trouve 
dans la concordance remarquable des mouvements des corps 
celestes avec les lois lh6oriques de ces mouvements. 

Quoi qu'il en soil, les principes dont nous ferons usage, en 
demandant au lecteurde les accepter sans demonstration, sont 
au nombre de trois seulement (*) : les deux premiers se rap- 
portent au mouvemenl d'un point materiel. 

Premier principe. — Lot de Vinertie de la jnatiere, — Cette 
loi doit s'enoncer de la maniere suivante : 

Un point materiel en repos ne pent jamais prendre de moii- 
vement sans la presence d'une cause externe, 

II faut bien remarquer que la propriete de Tinertie appar- 
tient exclusivement a cei etre de raison qu'on nomme point 
materiel, Notre premier principe nous apprend que la cause 
qui fait passer un pareil corps de I'etat de repos a Tetat de 
mouvement est externe, et voiJa tout. 

Cette cause, quelle qu'elle soil, recoil en Mecanique le nom 
generique ^a force (^). 

Ainsi, un corps abandonne k lui-meme se met en mouve- 
ment, il tombe, done il est soumis k une force; cette force a 
re^u le nom de pesanteur. 

Un grand nombre de forces sonl ainsi designees par des 
noms speciaux, iels que Vattraction magnetique, la tension 
des vapeurs, Velasticite des solides, etc. Mais, sans entrer pour 
le moment dans la discussion des proprietes parliculieres de 



(') Toutes les autres propositions pour lesquelles I'usage a consacre le 
nom de principes sont de v(5rilables theoremes, comme nous le verrons. 

(') « L'id^e de force, dit M. Cournot, provient originairement de la con- 
science du pouvoir que nous avons d'imprimer du mouvement a notre 
propre corps et aux corps qui nous entourent, joinle au sentiment intimc 
de I'efforl ou de la tension musculaire, qui est la condition organique du 
deploiement de notre puissance motrice. Si nous n'avions pas le sentiment 
de I'effort musculaire, le spectacle du mondc pourrait bien encore nous 
sugg^rer la notion de I'etendue des figures et celle de leurs mouvements, 
mais ridee fondamentale de la Mecanique et celle de bien d'autres theories 
nous dchapperaienl tout ^ fait. » ( Traite de I'enchainement des idees, etc., 

p. 123.) 
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chaque espece de force, nous pouvons dire d'une maniere 
g6n6rale : 

Toutes les fois qu' un point materiel en reposse met en mou- 
vementy ce point est sollicite par une force. 

La force est dite appliquee au point; celui-ci est le point 
d"* application de la force. 

La direction suis^ant laquelle le point d' application d'une 
force commence a se moiwoir s'appelle la direction de la 
force. 

Outre la direction et le point d'application d'une force, un 
Iroisi^me element est encore necessaire pour que cette force 
soit definie d'une maniere complete : c*est la grandeur, ou, 
comme on dit, Vintensite de la force. 

Nous comprenons parfaitement que des eiffets identiques 
proviennent de forces 6gales; nous comprenons ^galement 
qu'il existe des forces inegales. Par suite, la force nous appa- 
rait comme susceptible d'augmentation et de diminution : 
c'est done une quantite qu'on pent comparer a une grandeur 
de m^me nature, prise pour unite et donl on pent avoir une 
expression num^rique. Nous ne tarderons pas a voir comment 
les principes de la Mecanique permeltent de r^aliser cette 
conception. 

On repr^sente en Mecanique une force par une ligne droite 
ifi^' ^ )• A etanl le point d'application, on prend sur la ligne 
qui represente la direction de la force une longueur AF pro- 
portionnelle au nombre qui en mesure Tintensite; et Ton 
obtient une ligne AF, qui represente la force en grandeur 
et en direction, 

DEUXifeME PRINCIPE. — Loi de V independance et de la compo- 
sition des effets des forces, — De la maniere dont nous avons 
defini ce qu'on doit entendre par xxnQ force et par la direction 
d'une forccy il resulte necessairement que toute force agissant 
seule, sur un point materiel en repos, aura pour effet de faire 
prendre au point un certain mouvement dans la direction de 
la force, Ceci est un premier point parfaitement acquis a la 
science. 
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Si nous considerons acluellemenl une force F, appliqu6e k 
un point en mouvemenl, point soumis d'autre part h Taction 
d'un nombre quelconque d'autres forces, F^ F", . . . et que nous 
nous demandions quel sera dans ces conditions Feiffet de la 
force F, il est clair que nous nous Irouvons en face d'un pro- 
bleme d'un ordre tout nouveau. Ce probleme ne pent elre 
resolu qu'a Taided'un deuxiemeprincipe,axiome ou postulat, 
que nous enoncerons de la maniere suivante : 

Une force agit sur un point materiel en mouvement, et sol- 
licite par des forces quelconques^ absolument comme si elle 
etait seule et comme si le point etait en repos. 

Avec cette proposition, dont la premiere notion est due a 
Galilee, nous avonsmaintenanttout cequ'il est necessairede 
connailre pour etablir les fondements de la statique et de la 
dynamique du point materiel; mais Tenonce que nous venons 
de donner a besoin de quelques eclaircissements pour etre 
bien compris. 

Soit«MA {fig, 3) la trajectoire d*un point materiel soumis a 
Taction de forces quelconques F', F", . . . ; par une position quel- 
conque M du mobile, faisons passer trois axes rectangulaires, 
et supposons que ces axes se transportent parallelement a eux- 
memes, Torigine decrivant la trajectoire MA, avec les memes 
accidents de mouvement que le point M. 

Les choses restant ainsi disposees, le point M ne cessera 
pas de co'incider avec Torigine des axes mobiles; relativement 
k ces axes, il se Irouvera en repos. Supposons maintenant 
qu'une nouvelle force F vienne a agir sur le point M, cette 
force modifiera evidemment le mouvement primitif; notre 
mobile se separera de Torigine, il prendra un certain mouve- 
ment par rapport aux axes que nous avons definis. Cela pose, 
notre principe veut dire que ce mouvement relatif est abso- 
lument independant du mouvement des axes, et le memeque 
si la force agissait seule sur le corps en repos, 

II suit de la que le point M, relativement aux axes mobiles, 
va prendre un certain mouvement dans la direction de la 
force F, et la composition de ce mouvement relatif avec le 
mouvement d'entratnement fera connaitre le mouvement 
effect] f. 
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Developpons maintenanl les principales consequences de ce 
principe fondamenlal, en commen^ant par les cas les plus 
simples. 

Mouvement uniforme, — Considerons d'abord un point 
materiel en mouvement auquel aucune force n'esl appliquee; 
s'il est anime d*une vitesse V et qu'on le considere comme 
Torigine de trois axes rectangulaires (ou obliques) animes 
d'un mouvement de translation avec une vitesse egale k V, son 
mouvement par rapport a ces axes sera celui que tendraient 
k lui imprimer les forces qui agissent sur lui, c'est-a-dire sera 
nul, puisque ces forces n'existent pas. 

Done le mouvement absolu du point se reduit, dans ce cas, 
au mouvement d'entrainement, c'est-a-dire qu'il est recliligne, 
uniforme, et que sa vitesse est egale k V. Done, tout point mate- 
riel en mouvement qui n*est soumis a Taction d'aucune force 
exterieure conserve sa vitesse en intensite et en direction. 
Geresullatest tout h, fait evident, et on Tadmet generalement 
comme une consequence de la loi de Tinertie. 

Mouvement uniformement varie, — Supposons en second 
lieu un point materiel anime d*une vitesse v et soumis a Tac- 
tion d'une force F, dont Tintensil^. est constante et dont la 
direction coincide avec celle de la vitesse v, 

Considerons toujours trois axes passant par la position 
qu'occupe le mobile a Tepoque t et se transporiant paialle- 
lement k eux-memes avec une vitesse egale a v {fig* 4). En 
m^me temps que Torigine de ces axes parcourt I'espace AA', 
egal a v dt^ le mobile s*ecarte de cette origine, et le deplace- 
ment relalif ne differe pas de celui qu'aurait determine la force 
F agissant sur le corps en repos. Soit done A'M Tespace que la 
force ferait ainsi parcourir dans sa direction, laquelle est 
aussi celle de la vitesse v\ le deplacement reel est la somme 
algebrique des deplacements AA' et A'M. On voit que le mou- 
vement ne cesse pas d'etre rectiligne; seulement Tespace par- 
couru par.le mobile pendant le temps dt est plus grand (alge- 
briquement) que v dt^ c'est-a-dire qu'il y a une certaine 
acceleration. 

On obtient la moitie de cette acceleration en divisant par 
dt^ le chemin A'M dii a la force F, et il est facile de reconnaitre 
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que Tacc^leration ainsi determinee sera conslanie. En effet, 
Iransportons-nous a un autre instant du mouvement, Torigine 
aura une autre vitesse i^', et dans le temps dt elle parcourra 
un espace v'dt; mais la force qui acc61ere le mouvement ayant 
un effet independant du mouvement deja acquis fera parcourir 
au point materiel, dans le meme temps dty le meme espace 
dans son mouvement relatif ; done on aura toujours la m^me 
acceleration; le mouvement sera uniform6ment varie. Celle 
deuxieme consequence se presente encore comme a peu pres 
evidente. 

Mouvement par abolique, — Le corps anim6 d'une certaine 
Vitesse v est soumis a Taction d'une force F conslante en 
intensite et en direction (au moins pendant un temps tres 
court); mais la direction de la force differe de celle de la 
Vitesse {fig. 5). 

Nous aurons toujours a considerer lrois*axes animes d*un 
mouvement de translation dont la vitesse sera v en intensity 
et en direction. 

Pendant le temps dty I'origine, qui, a Tinstant initial, coin- 
cidait avec le point mobile, parcourra dans la direction de la 
vitesse un espace Ak'^==,i^dt; quant au mobile lui-m^me, il 
aura un mouvement relalif, lequel ne differera pas du mou- 
vement absolu que lui aurait imprime la force F, s'il avait ete 
au repos; c*est-a-dire qu'il parcourra, pendant le temps dt, 
dans la direction de la force et avec une certaine acceleration 
J, un espace A'M^= {3 dt^. Le d^placement r6el du point 
s^obtient en composant les deux deplacements AA' et A'M. 

Prenons deux axes Axes ayant pour origine le point A, 
position du mobile k I'instant initial {fig. 5). Si ces axes ont 
pour directions, I'un Ax la direction de la vitesse v, I'autre Ay 
celle de la force F, les coordonn^es du point mobile, au 
bout du temps infiniment petit que nous consid6rons, seront 
precisement les deplacements composants AA' et A'M; elles 
auront done les valours respectives 

3C =: V dty y^ I Jc?^^. 
De ces equations, et des theories developpees en Cinema- 
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lique, on tire immediatement les conclusions suivantes : 

Qiiand la force qui sollicite un point materiel en mouvement 
a une direction qui differe de celle de la vitesse du point, 

I" Le niouvement est curviligne (*) ; 

2® Le plan osculateur de la trajectoire est celui qui contient 
a la fois la direction de la force et celle de la vitesse; 

3** Cette meme trajectoire est tangente a la ligne suivant 
laquelle est dirigee la vitesse; 

4** Enfin la droite qui represente la force fait connaitre la 
direction deV acceleration to tale da mouvement du point, et 
cette acceleration totale ne differe pas de V acceleration qui 
aurait ete deter minee par V action de la force sur le meme 
point materiel pr is au repos, 

Ce dernier resultat est tres important : il nous donne la clef 
dii role que joue dans la theorie geometrique du mouvement 
la notion de Yacceleration totale, C'est cette grandeur, en 
effet, qui represente a elle seule I'effet total de la force, effet 
qui se manifeste a la fois par la substitution du mouvement 
curviligne au mouvement en ligne droite et par celle du 
mouvement varie au mouvement uniforme. 

Quand on a determine les lois du mouvement d'un point, 
soit par Tobservation, soit par I'etude geometrique des liai- 
sons de ce point avec d'autres points donl le mouvement est 
connu, chaque theoreme de Geometric relatif a Tacceleration 
lotale nous fournira un theoreme correspondant de Dyna- 
mique sur la force qui sollicite le mobile. Par exemple, on 
deduitde la loi des aires de Kepler, et du raisonnement que 
nous avons emprunt^ a Newton (-), que la force qui sollicile 
une planete est constamment dirigee vers le centre du Soleil. 
Nous compl6terons ces notions quand la theorie de la mesure 



(') La trajectoire se confond, aux iafiniment pctits du troisieme ordre 
pres, avec la parabole representee par Tequation 

r = - J -- , 

qn'on obtient en 61iminant dt entre les equations qui donnent x tt y. 
(») Tome I de cet Ouvrage, p. 78. 
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des forces nous aura fail connailre la relation de grandeur 
exislant entre Tacc^leration lotale et la force dont raction 
sur un point materiel donne determine la production de celle 
acceleration totale. 

Mes ure des fo rces . 

Un point materiel M, anirae d'une cerlaine vitesse v, est 
soumis a Taction de deux forces F et F', dont les directions 
coincident. En raisonnant comme precedemment, on voit que 
Tespace parcouru par le point M dans cette direction com- 
mune, pendant le temps dt (iridependamment de Tespace vdt 
dCi k la Vitesse v pendant le m6me temps), est egal h. 

kjd't'-^{fdt\ 

s\ {jdt^ ei \ /'di^ representent respectivement les espaces 
que chacune des forces F et F', agissant seule, aurait fait 
parcourir au point dont nous nous occupons. 

Geci veut dire que, lorsque deux forces agissent sur un 
meme point dans une meme direction, les effets de ces forces 
s'ajoutent, Tacceleration que prend le corps sous leur action 
combinee etantla somme algebrique y-+-y' des accelerations 
qui repondent \ chacune des deux forces en particulier. 

Or on ne peut refuser d'adaieltre que, parmi toutes les 
forces exislant dans la nature, il ne s'en trouve une qui, 
appliqu6e isol6ment au point materiel M, lui aurait imprime 
aussi Tacceleration y +y'. Gelte force peut ^ire subsliluee 
aux deux premieres, en lant que r^sultat produit, c'est- 
a-dire qu'elle est capable de produire le m6me mouvement 
que les forces F et F' reunies. 

On dit que cetle force est la somme de F et de F', et on la 
represente par la notation 

F-hF. 

Deux forces agissant dans une meme direction peui'ent itre 
remplacees par une force unique egale a leur somme (*). 

(') Cette phrase exprime identiquement la m6me idee que nous expri- 
mions tout k Theure, en disant que les effets de ces deux forces s'ajoutent. 
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Proportionnalite des forces aux accelerations, — 11 resulle 
de la definilion prec^denle que : une force F praduisant Tac- 

« 

celeraliony, la force 2F produira racceleralion 27 ; par suite, 
la force wF repondra a J'acceleralion nj, el reciproquemenl. 
Done : 

Deux forces sont proportionnelles aux accelerations qu'elles 
imp r intent a un me me point materiel. 

Celle propriele est iiidependanle de Telal de repos ou de 
mouveinenl du point considere. 

Nous nous trouvons maintenanl en possession d'un moyen 
qui nous permet de mesurer une force, de la comparer a une 
force prise pour unite, el d'avoir ainsi Texpression numerique 
de ce que nous avons di^pel^Vintensite d'une force. 

L'unite de force est le kilogramme : c*est le poids d'un 
decimetre cube d*eau dislillee a la temperature de4*^,i, dans 
le vide, au niveau de la mer el a la latitude de Paris. 

Notion de Vequilibre. — En general, on ne raesure pas les 
forces par les accelerations qu'elles produisent : on s'appuie, 
pour arriver a effectuer celle mesure d'une maniere pratique, 
sur la propriele de T^quilibre. 

Reprenons nos deux forces F el F', dont les directions sont 
les m^mes, el suppo'feons qu'on ait 

F = F', 

c'est-k-dire 

•/ 
J—Jy 

el que d'aiileurs les sens dans lesquels ces deux forces agis- 
sent soient opposes : il resullera de leur action simultan^e 
une acceleration nuUe, c*est-a-dire que, si le point etail en 
repos, ii y persistera malgre la presence des deux forces : on 
dil alors que ces deux forces sefonl equilibre, ou que le point 
est en equilibre sous Taction de deux forces egales el con- 
traires7. 

Deux forces 6gales el conlraires, appliquees a un point ma- 
teriel en mouvement, n'allerent en rien ce mouvement, el 
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Ton peut indifferemmenl, pour la commodile d'une demon- 
stralion, par exemple, inlroduire ou supprimer de pareiJs 
groupes de forces parmi celles qui agissenl sur un corps en 
repos ou en mouvement, toulcomnie on introduitousuppriflfte 
deux lermes 6gaux et de signes conlraires dans les equations 
aJgebriques. 

Toules les fois que nous voyons un point materiel rester en 
repos, nous devons affirmer qu'ii n'est soumis a aucune force, 
ou que si une certaine force agit sur lui, il y a d'autres forces 
qui font equilibre a celle-la. 

Un corps abandonne a lui-meme tombe sous Taction 
d'une certaine force qu'on appeile le poids de ce corps. Sus- 
pendons ce corps k un fil ou d6posons-le sur un appui, il 
reste en repos. II n'en est pas njoins pesant, etla force qui le 
sollicitait tout a I'heure agit toujours sur lui; seuleinenl elle 
est equilibree par une autre force egale et contraire, qu'on 
appeile, suivanl les cas, la tension du fil, ou la reaction de 
I'appui. 

On dit quelquefois que deux forces qui se font equilibre se 
detruisent : c'estune expression vicieusequidonnenaissance 
a un grand nombre d'erreurs. Ainsi, quand un corps repose 
sur un appui, son poids ne produit pas de mouvement, mais 
il produit un autre effel. II y a toujours deformation du corps 
et de I'appui. Cette deformation, qui est souvenl insensible a 
I'oeil, est quelquefois au contraire extr^memenl marquee, 
comme dans le cas ou le corps est suspendu k Textr^mite 
d'un ressort flexible. Dans ce cas, I'effet de la force est de 
maintenir le ressort courbe, malgre I'elasticite de la matiere 
qui tend a le ramener k sa forme et a sa position premieres 

Les propri6les de I'equilibre fournissent le moyen le plus 
commode pour comparer et mesurer les forces. Deux forces, 
quels que soient leur nature physique et le nom sous lequel on 
les designe, sont egales quand elles font equilibre k une m^me 
force. C'est ainsi que pourpeserun corps, par exemple, nous 
pouvons le suspendre a I'extremite du ressort de la fig, 2, 
et constater la flexion produite. Si nous cherchons ensuite 
combien il faut de decimetres cubes d'eau distillee pour arriver 
au m^me resultal, le nombre Irouve donnera I'expression du 
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poids du corps en kilogrammes, puisque ce poids el le poids 
forme par cenombrede kilogrammes fonllous deuxequilibre 
k une m^me reaction de ressort (*). 

11 y a plus : lout autre effort d^veloppe, soil par la puissance 
musculaire d'un homme ou d'un animal, soil par le choc d'une 
veine liquide, d'un jet de gaz ou de vapeur, etc., qui aura 
encore pour consequence une llexion egale, sera encore 
represenle par le m^me nombre de kilogrammes. 11 existe 
une grande variele d'appareils servant a mesurer les forces, 
mais ce que nous venons de dire suffit pour que Ton com- 
prenne comment une force quelconque est susceptible d'etre 
exprimee en kilogrammes. 

Composition MS forces. — Loi generale de Vequilibre d'un 
point, — Un point materiel A etant soumis a Taction de 
forces en nombre quelconque, considerons deux de ces 
forces {Jig. 6). 

La force F, si elle agissait seule, imprimerait au corps, 
dans sa direction, une cerlaine acceleration AB =:y. 

De m^me la force F' imprimerait au point une acceleration 
AB' =ij' ; et, d'apres notre deuxieme principe, cette accele- 
rationy' est celle du mouvement du point A par rapport a trois 
axes animes d'un mouvement de translation avec une accele- 
ration egale kj\ D'ailleurs, d'apres la regie du parallelogramme 
des accelerations, racceleration J de ce mouvement resultant 
sera representee par la diagonale du parallelogramme con- 
slruit sur les accelerations AD, AD' des mouvements compo- 
sants. Si, au lieu des deux forces F et F', on avait une force 
unique dirigee suivant la diagonale AC, et capable de pro- 
duire I'acceleration J, le mouvement du point serait le meme. 
On pent done remplacer deux forces appliquees a un meme 
point par une troisieme qui sera la rdsultante de deux autres; 
on obtiendrait cette resultante en grandeur et en direction 
par la regie du parallelogramme, puisque les forces sont pro- 
portionnelles aux accelerations des mouvements qu'elles pro- 
duisent. On pent done, au lieu de composer les mouvements 



(') Tout ceci suppose, bien entendu, que I'elasticite du ressort n'aura pas 
subi de changement dans Tintervalle des deux experiences. 



I 
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produils par chaque force prise isol^ment, composer ces 
forces elles-m^mes, et determiner directement ensuile le 
mouvemenl resultant. 

Ces deux manieresde procederparaissentau premier abord 
tout a fait ^quivalentes; mais, si elles conduisent au meme 
resultat final, il y a pour ainsi dire tout un abime enire la 
regie geometrique evidente de la composition des mouve- 
ments et* le theoreme fondamental que nous venons de 
demontrer, et qui nous permet de trouver la resultante de 
deux forces appliquees a un meme point materiel. 



Equilihre d'un point materieL 

• 

Observons que ce theoreme, en nous indiquant quelle est 
la force qui pent remplacer deux forces quelconques appli- 
quees k un m^me point, nous fait connaitre par cela m^me la 
force unique capable de faire equilibre a ces deux forces. 
Nous voyons qu'on peut arriver ^ ce resultat sans employer 
deux forces respectivement egales et contraires aux forces 
donnees : il suffit d'appliquer au point une force egaie et con- 
traire a la resultante de ces deux forces. 

Et de meme, si Ton a un nombre quelconque de forces 
appliquees a un meme point, on peut les remplacer par la 
force representee par la ligne qui ferme le polygone des forces 
donnees; et la condition necessaire et suffisante pour I'equi- 
libre de ces forces est que le polygone soit ferme. 

Telle est la loi generale de T^quilibre d'un point materiel, 
et toute la Statique decoule aisement de cette proposition 
fondamentale, proposition dontl'importance estegale au point 
de vue de la theorie du mouvement, comme au point de vue 
de la theorie de I'equilibre (^). 

(*) Si Ton se place exclusivement ice dernier point de vue, on peut re- 
procher a la demonstration que nous venons de donner, et qui est due i 
Newton, de faire intervenir la consideration etrangere du mouvement dans 
la theorie de I'equilibre. Aussi cette demonstration a-t-elle ^t6 fort cri- 
tiquee, et remplacee par plusieurs auLres fondees sur les constructions 
geometriques et les artifices analytiques les plus varies. 

Jean Bernoulli dit dans le quatricme volume de ses Opuscules, p. 256 : 
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On determine analytiquement la grandeur et la direction de 
la r6sultante R d'un groupe de forces representees d'une 
manidre generate par F, au moyen des equations 



R cosR, J? r= V F cosF, x, 
R cos R, / — 2 F cos F, j, 

R cosR, ^ = V F cosF, z. 



Remarque. — 11 suit de ce qu'on vient de dire que si, a un 
systeme quelconque de forces, nous en ajoutons une autre 
6gale et oppos6e k leur resultante, nous produirons Tequilibre. 

En effet, on a un polygone OABCD {fig. 7), forme par les 
forces mises bout ^ bout; la resultante est representee en 
grandeur et en direction par OD; si nous gjoutions une force 
egale, mais dirigee de D vers 0, le polygone des forces serait 
ferm6, la resultante serait nulle; les forces se feraient done 
6quilibre. 

Pour exprimer qu'un point est en equilibre sous Taction d'un 



« Peccant, qui compositionem virium cum compositione motuum con- 
fundunt. » Je suis tout a fait de Tavis de Jean Bernoulli; et il y a, comme 
je I'ai dit, un abime entre ces deux choses. C'est m^me un fait digne de 
toute notre attention que la maniere dont cet abtme se trouve lestement 
franchi, sans qu'on s'en apercoive, pour ainsi dire, si Ton n'y prend pas 
garde. C'est I'exemple le plus curieux que je connaisse du passage d'un 
ordre d'idees k un autre tout a fait different, d'une verite geom^trique evi- 
dente k un theoreme de Statique fort difficile a d^montrer directement, 
theoreme qu'il est peut-dtre impossible de d^montrer sans introduire d'une 
maniere plus ou moins deguisec des hypotheses qui rentrent au fond dans 
notre grande loi fondamentale de Tindependance et de la composition 
des effets des forces. 

La demonstration de Newton nous semble k la fois la plus simple et la 
plus naturelle. N'est-il pas evident que I'esprit ne peut se contenter d'une 
demonstration artificielle, quand il s'agit de propositions qui ont cette im- 
portance fondamentale? « II faut que les principes sur lesquels une science 
tout entiere repose se demontrent simplement ou qu'ils ne se demontrent 
pas du tout; et I'esprit ne se flatte pas d'avoir saisi I'ordre naturel suivant 
lequel les verites s'enchainent, tantqu'une verity bien g^n^rale n'est ^tablie 
qu'i la faveur de constructions et d'artifice^tres.particuliers. » (Goubnot, 
ibid., p. i/|5.) 

B. — IL 2 
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nombre quelconque de forces, il faul done exprimer que le 
polygone des forces est ferme; ainsi ces conditions d'equilibre 
sonl evidemment 

y^FcosF, ^ = 0, 
^FcosF, jr=o, 
"V F cosF, z — o. 

§ II. — DEFINITION DE LA MASSE. 

On a vu que les forces son! pi'o'portionnelles aux accelera- 
tions qu'elles impriment a un m^me point materiel ; done, pour 
un point materiel quelconque, nous aurons une Equation de 

la forme 

F = m/, 

m elant un coefficient constant. Ce coefficient varie d'ailleurs 
quand on passe d'un point materiel a un autre; sa valeur 
numerique depend a la fois de Tunit^ de force et de Tunite 
de longueur; mais ces unites une fois choisies, F ety sent 
representees par des nombres, et alors la valeur numerique 
de m est determinee. 

Les corps, m^me supposes reduits a do simples points ma- 
teriels, ne doivent pas ^tre regardes comme identiques les uns 
aux autres, au point de vue des effets qu*ils eprouvent de la 
part des forces qui leur sont appliquees. II existe dans les corps 
une qualite en vertu de laquelie ils different les uns des autres 
au point de vue mecanique, et dont on reeonnait Texistence 
par les accelerations plus ou moins grandes qu*ils eprouvent 
de la part d'une m^me force, e'est-a-dire par les diflferentes 
valours que prend, pour differents corps, le coefficient m de 
r^quation F = mj. 

Cette qualite est ce qu'on nomme la masse; et Ton dit que 
deux corps, quelle que soit leur nature chimique, ont la m^me 
masse lorsque, soumis a I'influence d'une m6me force, ils 
acquierent des vitessee i^gales dans des teinps 6gaux. 

II est naturel de dire que deux corps ont des masses doubles, 
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triples, etc., Tune de I'aulre, s'ils exigent des forces doubles, 
triples, etc., pour prendre une acceleration d^terminee. Or 
ceci revient k considerer les masses des corps comme propor- 

F 

tionnelles aux quotients — d'une force par I'acc^l^ration qu'elle 

leur imprime, Enfin, on est convenu de prendre ce quotient, 
c'est-a-dire le nombre m, pour la valour m^me de la masse ; 
c'est-a-dire qu'on appelle masse le coefficient m, constant 
pour un m6me corps defini par Tequation 

La masse ne constilue pas une resistance au mouvement. 
Th6oriquement, la plus petite force appliquee h un point ma- 
teriel libre le mettra toujours en mouvement; seulement, 1^ 
mouvement sera toujours plus ou moins lent, selon que la 
masse sera plus ou moins grande. On se fait une id6e de ce 
que c'est que la masse en se reportant a la theorie de la cha- 
leur : un corps quelconque ne repousse pas complelement 
la chaleur; seulement, il s'echauffe plus ou moins, selon sa 
nature, tout comme un corps soumis a Taction d'une force 
prend une acceleration plus ou moins grande, en raison de la 
grandeur de sa masse. 

En Statique, ou Ton considere seulement des corps en 
equilibre sous Taction des forces qui leur sont appliquees, la 
consideration de la masse ne s'inlroduit pas. 

11 n'y a pas d*unit6 de masse, pas plus qu'il n'y a d'unite de 
Vitesse. Dans Tequation 

F = my, 

la valeur numerique du coefficient m est determinee quand 
on a les valours de F et dey; elle depend done a la fois de 
Tunite de force el de Tunite de longueur, le rapport de deux 
masses etant toutefois independant de ces deux unites. 

En Astronomic, on a Thabilude de rapporter toutes les 
masses k la masse du Soleil prise pour unite, ce qui semble 
en contradiction avec ce que nous venons de dire. Mais alors 
il faut remarquer que les forces ne sont plus exprimees en 
kilogrammes : elles ne peuvent m^me pas etre rapport^es a 
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aucune unite parliculiere; ce sont de simples coefficients 
nameriques dont la valeur est donnee par inequation 

F = mj, 

Designons par P le poids d'un corps; Texperience a montre 
qu*aveccerlaines restrictions physiques ce poids communique 
au corps une acceleration g, constante dans un m^me lieu 
pour tons les corps. L'6quation g^nerale devient alors 

]? — mg, 

g etant une constante dont la valeur a la latitude de Paris et' 
au niveau de la mer a ete trouvee egale a 9,8088. 
,» Done la masse d'un corps est proportionnelle a son poids ( * ). 
Toutefois, il faul bien se garder de confondre le poids avec 
la masse. En effet, le poids varie avec une foule de circon- 

stances physiques; mais la valeur de g varie dans les m6mes 

p 

circonstances, de sorle que le quotient ~ reste constant. 






11 nous est facile actueJlementde calculer Tacceleration que 
prend, sous I'influence d'une force donnee, un corps assez 
peiit pour qu'on puisse Tassimiler a un point materiel. En 
effet, le poids de ce corps, divise par g^ fera connaitre sa 
masse m; et Ton obtiendra ensuite Tacc^leration cherchee en 
divisanl par m le nombre de kilogrammes qui mesure la force. 



( ' ) Ceci va nous pennettre de comprendre la raison pour laquelle on 
dcfinit quelquefois la masse la quantite de niatiere qui se trouve dans un 
corps. 

Nous venons de voir que le poids est proportionnel k la masse; nous avons 
defini la matiere : ce qui persiste d'un corps quand il a perdu toutes les 
proprietes qui le constiluaient comrae corps. Or, Texperience montre que, 
quelles que soient les transformations, soil physiques, soil chimiques, que 
Ton pent faire subir k un corps, son poids reste constant; il est done na- 
turcl de regarder le poids comme proportionnel a la quantite de matiere 
qui existe dans le corps. En y regardant d'un peu plus pres, on voit que la 
masse, plut6t que le poids, doit ^tre regardee comme proportionnelle k la 
quantite de matiere; en effet, le poids est une quantite tout a fait contin- 
gente, qui varie suivant le lieu ou Ton se trouve; la masse, au contraire, 
reslc I'igoureusement et absolument constante dans toutes les circonstances. 
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§ III. — Du TRAVAIL DES FORCES. 

Considerons une force F, appliquee k un point materiel A 
(^o- 8), et supposons que, sous Taction de cette force (^), le 
point A ait parcouru dans Je temps dt un arc infiniment petit 
AA', que nous representerons par ds, 

DEFINITION. — On appelle travail elementaire de la force F 
correspondant an deplacement AX' de son point d' application 
le produit de la force par le chemin parcouru y projete sur la 
direction de cette force. 

Cette definition se traduit analytiquement par Tequalion 



(i) * d.TY = YdsQ,os¥,ds. 

Le travail d'une force est positif ou negatif, suivantle signe 
du cosinusqui figure dansle second membre derequation(i). 
L'usage a consacre les denominations de travail moteur, pour 
designer un travail positif, c'est-a-dire le travail d'une force 
qui fait un angle aigu avec la direction de la vitesse de son 
point d'application; et de travail [resistant, pour designer le 
travail negatif qui fait un angle obtus avec la direction de cette 
m^me vitesse. 

Nous aurons k justifier plus tard Tintroduction dans le Ian- 
gage mathematique de toutes ces expressions empruntees au 
Dictionnaire des Economistes, La notion du travail est une 
donn^e tout a fait fohdamentale dans la Mecanique appliquee ; 
comme elle implique necessairement I'id^e de mouvement, 
elle peut sembler etrangere a la Statique. Nous verrons pour- 
tant que la consideration du travail est la base d'un principe 
ou theoreme celebre, dont introduction dans la science de 

(*) II serait souverainement inexact de dire que le deplacement du point 
d'application a lieu en vertu de faction de la force. L'espace parcouru par 
un point mobile pendant le temps dt a pour expression vdt : il est uni- 
quement dA k la vitesse acquise en vertu des causes qui ont agi anterieu- 
rement k I'epoque que Ton considere. Quand plusieurs forces agissent 
simultan^ment sur un m^me point materiel, les travaux de ces forces sont 
des quantites absolument independantes I'une de Tautre. 



Ji 
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Tequilibre dale de T^poque de Galilee, et sur lequel Lagrange 
a 6labli le fondement de toule la Stalique. 

C'est pourquoi nous avons dd definir des a present le tra- 
vail comme une quantite purement geometriqwe, comme le 
produit d*une force par une longueur, Les theoremes suivants 
resultent immediatement de la definition du travail. 

THigORi^ME I. — Le travail de la resultante d'un riombre 
quelconque de forces agissant sur un point materiel en moii- 
V erne lit est egal a la somme des travaux des composantes. 

(PONCELET.) 

En effet, la projection de la resultante sur une direction 
quelconque est egale Si la somme des projections des compo- 
santes sur la m^me direction. Projetons sur la direction du 
chemin parcouru, nous aurons * 

R cosR, fl^,9=:'V FcosF, ds. 

Multiplions les deux membres de cette equation par le 
d6placemenl dsy il vienl, en ayant egard ^ I'equation (i), 

(2) . d.l^zzz^d.TY. 

Dans les applications du calcul k la Mecanique, les forces 
sont toujours definies par leurs projections sur trois axes rec- 
tangulaires, ainsi que par les coordonnees x, /, z de leurs 
points d'application. 

Soient X, Y, Z les composantes d'une force F sur trois axes 
rectangulaires, la somme des travaux de ces trois composantes 
sera evidemment 



Xflfe cos X. ds -h Yds cos y, ds -h 7jds cos^, ds. 
Or, 



ds cos X, ds rr^ dx^ ds COS/, ds t-— djTy ds cos^, ds = dz, 
done 
(3) dlY = Xdx H- Ydy ~v 7.dz. 
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Considerons main tenant le deplacement t/5 comme resultant 
de plusieurs deplacements ^o-, dtr'; cette decomposition donne 
lieu au theoreme suivant : 

Th£or^me II. — Le travail d' line force quelconque F, pour 
le deplacement ds, est egal d la somme des travaux de cette 
force correspondants aux deplacements composants dfj y 
dd , . . . . 

Projetons en effet les deplacements composants et le depla- 
cement resultant sur la direction de la force, nous aurons 



ds cos F, dszm^^ d(7 cosF, dtj ; 



en multipliant par F, on demontre le theoreme enonce. 



Theorie geometrique des moments. 

Travail des forces dans le m,ouvement de rotation* — Con- 
siderons en particulier une force dont le point d'application M 
tourne autour d'un axe fixe {fig. 9). Soit P la projection de 
la force sur un plan perpendiculaire k I'axe 0, et choisi de 
maniere que le mouvement du point M s'effectue dans le 
meme sens que la rotation des aiguilles d'une montre; les- 
pace parcouru dans le temps dt est un arc MM' dirige a peu 
pres suivant la perpendiculaire k OM. On a 

MM' =r rdy.^ 

en designant OM par /• et MOM' par da. Pour avoir le travail 
de la force, il faut projeter celle-ci dans la direction MA : cette 
projection est le produit de P par le cosinus de Tangle 9, 
compris entre les directions MP et MM' ou MP et MA, et 
Ton a 

fl?.TF = rdxP cos 9. 

Abaissons du point une perpendiculaire OB sur la direc- 
tion de P, et appelons p cette perpendiculaire, dont I'anglo 
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avec OM est pr^cis6menl 6gal ^ 9, on a 

rcos9 =/?; 
done le travail de la force a egalement pour expression 
(4) d/rF = Pp.dcc, 

Le produit P/> s'appelle le moment de la force par rapport 
a Taxe de rotation, et Tequation prec^dente s'^nonce : 

TH^ORfesfE III. — Le travail d'une force dont le point d'ap- 
pfication tourne autour d' un axe fixe est le produit du depla- 
cement angulaire par le m,oment de la force par rapport a 
Vaxe de rotation. 

On appelle moment d'une force par rapport a un axe le 
produit de la projection de cette force sur un plan perpendi- 
culaire \ Taxe, par la plus courte distance de la force et de 
Taxe; on represente le moment d'une force F, par rapport a 
un axe 0, par la notation MqF; on a alors 

Si est Tangle de la force avec Taxe, on a 

P=rFsin5, ' 
MoF = F/?sin0. 

Le moment est nul quandpou ^sontnuls, c'est-aKlire quand 
la force' rencontre Taxe ou qu'elle lui est parallele; en un 
mot, quand la force et Taxe sont dans un m^me plan. 

Pour que T^quation 

<3?.TF=iMoF.^a 

soit generate, il faut donner un signe au moment; or den est 
positif; le signe de MqF doit donctoujours ^tre le m^me que 
celui de <i;TF. Or, si Tangle 9 est aigu, t/.TF est positif, et la 
force, si eJIe agissait seule, tendrait a faire tourner le point 
dansle sens positif; si^estobtus, <i.TFest n6gatif, et la force 
tend ^ faire tourner le point M dans le sens n^gatif ; done, en- 
fin, le moment de la force sera positif ou negatif, selon que la 
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force tendra k faire lourner le point dans le sens posilif ou dans 
le sens negatif. 

/4j?e representatif d*un moment, — Le moment d'une force 
pent ^tre represenle par une longueur portee surTaxe, dans 
un sens ou dans Tautre, selon que le moment est positif ou 
negatif, mais toujours de maniere que, en se pla^ant sur cet axe 
a la maniere de Poinsot ou d'Ampere, on voie la force tendre 
a faire tourner son point d'application dans le sens de la rota- 
tion des aiguilles d'une montre, sens qui est notre sens positif. 

Th£or£.\ie de Varignon. — De Tequation 

fl?.TF=:MoF6/a, 

on deduit un theoreme c^lebre du a Varignon. Nous avons 
demontre que le travail d'une resultante est egal a la somme 
des travaux des composantes; or les travauxde diverses forces 
appliquees a un m6me point sont proportionnels k leurs mo- 
ments; done : 

TflfiORfeME IV (theoreme de Varignon). — Le moment d*une 
resultante par rapport a un axe est egal a la somme des mo- 
ments des composantes par rapport au meme axe, 

Cherchons les expressions algebriques des moments respec- 
tifs d'une force par rapport a trois axes rectangulaires. 

Soient F une force quelconque {fig* lo), X, Y, Z ses com- 
posantes sur les trois axes, et x, y, z les coordonnees de son 
point d'application. Cherchons d'abord le moment de cette 
force par rapport a I'axe des x. Si je designe ce moment par 
L, nous aurons evidemment 

L = Z7-Y^. 

Nous aurons de m^me, en designant par M et N les moments 
respectifs de F par rapport k Taxe des j et ^ Taxe des Zy 

N^Y^-X/. 

a 

Trouvons enfin le moment G de la force par rapport a une 
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droite quelconque OU d6termin6e par les angles 1, [i, v qu'elle 
fait avec les trois axes coordonnes. Soil d<x le deplacement 
angulaire autour de celte droite : on peut regarder ce deplace- 
ment comme resultant des deplacements simultan^s 

c/acos)., dacosiJ-y ^acosv, 

paralleles respectivement aux trois axes coordonnes. 

Exprimons que le travail de la resultante pour un mouve- 
ment resultant est 6gal a la somme des travaux de cette force 
pour chacun des mouvements composants, nous aurons 

G <ia = L da cos l-hMda cos/jt 4- N c/a cos v 

OU, en supprimanl le facteur commun da, 

(5) G =:LcosX 4-Mcos]jL-h Ncosv. 

Projections des moments, — Considerons les axes represen- 
talifs des moments L, M, N, G, c'est-k-dire portons sur les 
droites 0^, j, 0^, OU des longueurs respectivement egales 
aux moments correspondants, et cherchons le lieu des points 
ainsi determines. II faut faire dans Tequation (5), j^i, ft, -i 
etant les coordonnees courantes d'un point du lieu, 



G^v/^-J-+-7? + ^^ 



cos/ = 



s/^l^rl-hz'i 



(6) y\ 

COS/JL — 



v/'^?-+-/f + -? 



COSV --=: -- 



La substitution de ces valeurs donne 

(7) ^J-h v?-+-5j = L^i + M/i-hN^i, 

Le lieu cherche est done une sphere c^ui passe par I'ori- 
gine, OU elle est tangente au plan conduit par celte origine et 
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par la direction de la force F. En effet, Tequation du plan 
tangent au point (;r, =r o, /ii=o, ^1 = 0) est 

Lo^i -h Mji -f- N^i ^= o, 

et ce plan coniient a la fois le rayon vecteur OM et la parallele 
h la force F menee par Torigine. Le moment est nul par rap- 
port a une droite quelconque contei\ue dans ce plan. 

Le m^me moment alteint au contraire son maximum, repre- 
sente par le diametre de la sphere, autourd'uneperpendicu- 
laire au plan dont nous venons de parler. Ce maximum, egal 
au produit de la force par sa distance a Torigine, s'appelle le 
moment de la fo fee par rapport an point 0. Le moment relatif 
h uii axe quelconque est la projection sur cet axe du diametre 
de la sphere, c*est-a-dire du moment maximum ou du mo- 
ment relatif a Torigine. 

§ IV. — Notions sur la constitution des corps natcrels. 

Pour terminer ce Chapitre, consacre aux notions prelimi- 
naires, et avant d'entrer dans le detail de la recherche des 
conditions d'equilibre d*un point materiel, ou d'un corps 
quelconque place dans des conditions d6terminees, expo- 
sons avec precision la maniere dont nous comprenons la 
constitution intime des corps de la nature. 

Si Ton se reporte a notre definition du point .materiel^ on 
aura le droit de dire en toute rigueur, en renversant cette 
definition, qu'un corps quelconque est compose d*une infinite 
de points materiels infiniment petits. Qu*ils soient isoles, 
qu'ils soient en contact, peu nous importe; mais puisqu'ils 
forment un corps, ces points ne sont pas libres, independants 
les uns des autres; il se developpe entre eux des actions mu- 
tuelles qui suivent des lois que nous ne connaissons pas et 
que nous ne pouvons pas connaitre. Nous introduirons ces 
actions dans nos raisonnements, et nous considererons que 
les points materiels sont en equilibre sous Teffet combine des 
forces donnees et de ces actions inconnues. 

On peut ^tre tente de confondre nos points materiels avec 
les molecules des physiciens ; c'est la une erreur contre laquelle 
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il faut se mettre en garde. Si les corps sonl composes de mo- 
lecules, nous sommes obliges d'admetlre que les dimensions, 
la forme et la disposition de celles-ci doivenl influer sur les 
propri6t6s des corps : le seul phenom^ne de la cristallisation 
rend ce fait indubitable. II n'y a done aucun rapport possible 
entre les molecules, telles que les physiciens les con^oivent, 
et nos points materiels, qui n*ont, eux, ni dimensions ni 
formes speciales. Les molecules, si elles existent, sont des 
assemblages de points materiels. 

Enfin, ce qui est un point assez important, Texistence des 
molecules est encore une chose lout a fail hypothetique, qui 
peut etre commode pour relier entre elles diverses theories 
physiques, tandis que nous enon^ons une verite tout h faij, in- 
contestable quand, apres avoir defini point materiel ce qu'on 
obtient en divisantun corps, nousdisons qu'on reconstitue le 
corps en en reunissant a posterioriionie^ les parties. 

Or, toutes les fois que nous sommes obliges de recourir k 
une hypoth^se, nous avons soin de la mettre neltement en 
Evidence; el il est juste aussi de montrer, d'un autre c6t^, ce 
qui decoule rigoureusement de nos definitions. 

J'ai dit que nous ne savions absolument rien sur le mode 
de liaison, d'assemblage, pour ainsi dire, qui constitue un corps 
physique au moyen des^elements que nous nommons /?om/.9 
materiels, II ne nous est pourtant pas possible d*aborder la 
Mecanique proprement dite sans avoir quelque id6e k ce su- 
jei, c'est-^-djre sans faire quelques hypotheses, sans poser 
quelque principe analogue a ceux qui nous ont servi ^ re- 
soudre les problemes qui se rapportent au point materiel. 

Une seule de ces hypotheses se rencontre dans la Meca- 
nique rationnelle : elle constitue le troisieme principe fonda- 
mental dont nous avons parl6, principe qui a ete introduit 
dans la Science par Newton, 

Troisieme principe. — Egalitede V action et de la reaction, — 
Ce principe suppose d'abord que toute force reellement, 
physiquement existante (par opposition avec les forces fictives 
telles que les resultantes, les projections, et autres forces du 
m^me genre que nous avons introduites uniquement pour la 
commodite du raisonnement), toute force done, reellement 
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exislante, non seulemenl est subie par un point materiel, 
mais encore est. necessairement due a J*exislence d*un autre 
point materieJ, qui peut ^tre considere comme exergant sur 
le premier la force dont il est question. Or le principe dont 
il s'agit consiste en ce que : 

Si un point materiel M regoit d'un autre point materiel M' 
une certaine action f, reciproquementy le point M.' recoit de M 
une action egale et contraire /', qiCon appelle la reaction du 
point M'. 

Distinction des forces exterieures et des forces interieures, 
— II suit de Ik que, dans chaque syst^me de points materiels 
que nous ^ludierons, il faudra considerer deux genres de 
forces : celles que nous appellerons/o/*c6f5 interieures, et les 
forces exterieures, 

Soient A un point du systeme que nous etudiohs, B un 
point qui agit sur lui; si B appartient egalement k notre sys- 
teme materiel, la force qu'il exerce sur le point A est une 
force inlerieare; nous la d^signerons par une petite lettre. Si 
le point B ne fait pas partie du sysleme dont nous nous occu- 
pons, cetle force qui emane du point B est une force exle- 
rieure au systeme, et nous la represenlerons par une grande 
lettre. 

Les forces exterieures et les forces interieures ne different 
evidemment pas dans leur essence; ellesne different que par 
la maniere dont elles figurent dans nos raisonnements et nos 
calculs. 

Une meme force peut jouer, lantdt le role de force inte- 
rieure, tantdt le role de force exterieure, suivant les cas. Si 
Ton considere, par exemple, le mouvement d'un corps qui 
tombe a la surface de la Terre, I'altraction qu'une des mole- 
cules de ce corps eprouVe de la part d^une molecule quel- 
conque de la Terre est une force exterieure; si, au contraire, 
on considere le mouvement d'un systeme materiel forme de la 
Terre tout entiere et des corps qui se trouvenl a sa surface et 
dans son voisinage, la meme attraction devient une force in- 
terieure. 

II est clair, d'apres le principe de I'egalile de Taction et de 
la reaction, que si Ion prend, parmi les forces qui agissent 
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sur les divers points d'un sysleme materiel, toutes celles qui 
sont des forces inlerieures, ces forces sont^gales deux kdeux 
et oppos^es. II existe bien une force 6gale et opposee a cha- 
cune des forces exterieures, mais nous n'avonspas a nous oc- 
cuper de celte force, pujsqu*eJie n'est pas appliquee a I'un 
des points dont nous etudions le mouvement ou Tequilibre. 

II arrive que dans certaines equations, ou Ton considere 
Tensemble de toutes les forces agissant sur un syst^me mate- 
riel, les forces int^rieures disparaissent, parce que les deux 
forces jumelles, qui ne vont pas Tune sans Tautre, d'apres 
notre definition des forces interieures, introduisent dans ces 
equations des termes egaux en valeur absolue et de signes 
contraires. 

Par exemple, on reconnait aisement que : 

1° La somme des projections sur un axe quelconque de deux 
forces interieures conjuguees est identiquement nulle; 

'i^ La somme des moments de deux pareilles forces autour 
d' une droite quelconque est identiquement nulle. 

En effet, la projection ou le moment d*une force est une 
quanlile qui change de signe avec le sens de la force, et qui 
ne depend nullement de la position du point d'application de 
la force, sur la droite qui en repr^sente la direction. 

Tvavaux des forces interieures, — Au contraire, la somme 
des travaux des forces interieures est susceptible d*une ex- 
pression remarquable, dont nous ferons fr^quemment usage. 

Soient M et M' {fig, 1 1) deux points materiels agissant Tun 

surTautre, je suppose, par repulsion; soit /Taction, 6gale a 

la reaction. Supposons que les points M et M' se soient de- 

plac6s d'une mani^re quelconque et soient venus, le premier 

en Ml, le second en Mj. La somme des travaux des deux forces 

sera 

/(M'P'-MP), 

P' et P etant les projections des points Mi et Mi sur la direc- 
tion MM'; cetle somme sera encore representee par 

/(PP— MM'). 
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OrMiM'i et PP' ne different que d'un infiniment petit de 
deuxieme ordre; nous pouvons done, dans I'expression pre- 
c6dente, remplaeer PP' par MiM'^, et alors le coefficient de/ 
devient 

en designant par r la longueur MM'. On aura done pour la 

somme des travaux 

/dr. 

La m^me expression repr^sentera adssi bien le travail, dans 
le cas d'une force attractive, en convenant de regarder 
les attractions comme negatives, les. repulsions etant posi- 
tives. 

Des solides invariahles, — Si nos deux points M, M' se sont 
deplaces sans que leur distance ait change (comme cela aurait 
lieu si ces points faisaient partie d*un systeme absolument in- 
variable de forme, tel que ceux dont nous avons etudie Je 
mouvement g6ometrique dans la premiere Section de cet Ou- 
vrage), on a 

t//- =1 o ; 

par consequent la somme /g?/* des travaux des actions mu- 
tuelles de ces deux points est nulle. 

11 suit de l^ que, dans tout deplacement commun qui n*al- 
tere pas les distances mutuelles des points d'un systeme quel- 
conque, les forces int^rieures ne figurent pas dans la somme 
des travaux des forces agissant sur tons les points du systeme : 
ce qui tient a ceque ces forces introduisent dans cette somme 
des termes qui sont deux a deux egaux et de signes contraires, 
et qui se detruisent algebriquement. 

II s'attache un tres grand int6r6l aux equations qui sont in- 
dependantes des actions interieures, vu notre ignorance au 
sujet de ces forces : aussi a-t-on Thabitude en Mecanique de 
distinguer soigneusement les systemes qu'on suppose abso- 
lument invariables de formes, c*est-<i-dire composes de points 
materiels qui ne peuvent en aucune fa^on s'approcber ou s'e- 
loigner les uns des autres; c'est a un pareil systeme que nous 
donnons le nom de solide invariable. 
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Getle invariabilile absolue de forme d'un systeme materiel 
ne se rencontre pas dans la nature. 11 existe, il est vrai, un 
grand nombre de corps solides qui semblenl ne pas 6prouver . 
de changemenl de forme, de quelque maniere qu'on cherche 
a agir sur eux, pourvu loulefois que les forces qu'on leur ap- 
plique ne depassentpas de certaines limites; maissi ces corps 
paraissent conserver la figure ^u*ils avaienld'abord,c*est que 
les deformations qu'ils ont subies sont trop pelites pour que 
nous puissions les apercevoir; elles n*en existent pas moins 
et se manifestent dans l€s machines par des pertes de travail 
et des usures de materiaux. 

Pour distinguer ces corps des premiers, nous leur donne- 
rons le nom de solides naturels. 

Un mode de raisonnement que nous emploierons souvent 
en Statique est celui-ci : Pour trouver les conditions d'equi- 
libre d'un corps n<2/Mre/ quelconque, solide, liquide, d'un cor- 
don, d*un systeme articule, nous supposerons I'equilibre 
6tabli, et des lors nous pourrons, sans troubler cet equilibre, 
concevoir que ie corps devienne rigoureusement invariable. 
Done, si Ton cherche les conditions pour que Tequilibre ait 
lieu en supposant ce corps rigide, ces conditions devronl ^ti'e 
necessairement remplies pour Tequilibre du corps, apr^s que 
nous lui aurons rendu la possibiKt6 de subir certaines defor- 
mations. Seulement, en general, ces conditions ne seront 
plus alors suffisantes. 

De Velasticite, — II faudra done, apres avoir etabli les con- 
ditions qui seraient suffisantes pour i'equilibre si le corps etait 
rigoureusement invariable, faire une deuxfeme etude plus 
soignee, el voir comment les corps naturels peuvent se de- 
former sous rinfluence des efforts auxquels ils doivent se 
trouver soumis dans nos machines ou nos constructions. Ce 
nouvel ordre de questions est du domaine de I'exp^rience. 

C'est Texperience qui nous apprend que les solides naturels 
presentent, pour la plupart, la propri6t6 connue sous le nom 
^'elasiicite, en vertu de laquelle ils reprennent leur forme 
primitive, quand, par un certain effort, on les a deformes. 
Nous aurons done une seconde approximation en tenant 
compte de cette propriety; d'ailleurs, pour avoir des hypo- 
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theses nettes el precises, nous consid^rerons deux cas limites, 
celui d*un corps doue d*une elasticite parfaite et celui d'un 
corps completement denue d'elasticit6. 

C'est encore k ]*experience qu*il faudra faire appel pour sa- 
voir dans quels cas nous pourrons appliquer aux corps nalu- 
rels les resullats de ces nouvelles recherches, qui reposenl 
encore sur de pures abstractions. Ainsi, pour un corps solide 
determine, nous reconnaftrons que, sous Tinfluence d'eflforts 
qui ne depassentpas une cerlaine limite, I'elasticit^ pent 6tre, 
sans erreur appreciable, consideree comme parfaite; au dela, 
on ne pent plus compter que le corps revienne a son etatpri- 
raitif, c'est a un autre corps qu*on aura affaire. Les forces con- 
tinuant a augmenter a partir de cette limite, le corps finira 
parse briser. Nous determinerons avec soin cette limite, qu'on 
appeile limited' elasticite, et nous saurons ainsi que, tant que 
nous ne la depasserons pas, nous pourrons appliquer sans 
crainte les resullats que la theorie nous a donnas pour ce cas 
ideal. 

Si certaines pieces de machines, certaines parties de nos 
constructions se trouvent soumises a des efforts depassant la 
limite d'elasticit^ de la matiere, il sera sage de changer les 
dispositions employees, afin de rentrer dans le cas normal. 
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CHAPITRE 11. 

fiQUILIBRE DUN POINT MATERIEL. 



V. — ^QCILIBRE D'UN POINT MATERIEL LIBRE. — ^QCILIBRE d'uN 
POINT QUI n'eST pas ABSOLUMENT LIBRE. 

La Statique est la science de I'equilibre des forces. 

Nous aiions d'abord consid^rer le cas oii un corps r^duit 
^ un simple point materiel est sollicit6 par des forces quel- 
conques; el nous chercherons quelles sont les conditions 
qui doivenl 6tre satisfailes pour que ces forces se fassent 
equilibre. Ces conditions etant supposees remplies, le corps 
restera en repos, s'il est en repos; ou, s'il est en mouvement 
sous Taction d'autres forces, le mouvement continuera comme 
si celles qui se font Equilibre n'existaient pas. 

,Cette premiere partie de la Statique est extr^mement 
simple; et il n'y a absoJument rien ^ ajouter aux notions qui 
precedent, pour avoir la theorie complete de T^quilibre d'un 
point materiel. En effet, tani de forces que Ton voudra, agis- 
sant sur un point materiel, ont une r^sultante, c'est-a-dire 
qu'il existe une force unique capable de les remplacer toutes. 
Pour r^quilibre, il faul que cette r^sultante, qui est repre- 
sentee par une longueur, soit nuile ; or, pour qu'une longueur 
soit nulle, il faut et il suffit que ses projections sur trois axes 
rectangulaires soient nulles s^par^ment : nous traduirons 
done les conditions de Tequilibre en ^crivant 

y^FcosF, ^ = o, VFcosF, j = o, ^FcosF, ^ — o 

ou, d'apr^s nos notations, 

(i) X=ro, Yr=0, 1 — 0. 
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Telles sonl les equations n^cessaires el suttisantes pour 
qu*un point materiel libre soil en equilibre. 

II peut se faire que le point dont on cherche les conditions 
d'equilibre ne soit pas libre de se mouvoir d'une mani^re 
quelconque dans Tespace, c*est-a-dire que ses coordonn^es 
ne puissent pas prendre toutes les valours possibles. Les 
deplacements de ce point etant soumis Si cerlaines conditions, 
si la r6sultante des forces qui agissent sur iui tend k lui faire 
prendre un rnouvement incompatible avec ces conditions, le 
point reslera en repos, absolument comme si cette resultante 
etait nulle. 

L'efiFet de la force sera alors simplement, comrae on dil, de 
tendre le$ liens du systeme, expression deduite des cas ana- 
logues a ceux oti Ton a, par exemple, un corps suspendu a 
un fil et soumis h une force agissant dans le prolongement 
dufil. 

En general, quand un corps est g^n^ dans ses mouvements 
par.d*autres corps, et qu'il reste en equilibre malgre Taction 
d'une force, Teffet de cette force se reporle sur les corps qui 
s*opposent k certains mouvements : elle produit ce qu'on 
appelle la charge des appuis ou la tension des liens, 

Dans la Mecanique rationnelle, on ne tient pas compte de 
la nature physique des liens, appuis, etc. On traduit en 
Algebre, el Ton exprime par des equations (diles equations de 
liaison) les conditions qui resultent de la presence de ces 
appuis fixes ou mobiles; et Ton suppose ainsi que ces appuis 
sonl doues de toute I'inflexibilite d'une equation algebrique. 
Pratiquement, il est indispensable de calculer les charges des 
appuis et de s*assurer, en ayant egard a leur nature reelle, 
qu*ils peuvent r^sister aux efforts qu*ils onl a supporter. 

§ VI. — Equilibre d'un point assujetti a restbr sur une 

SURFACE FIXE. 

Un point qui n*est pas libre peut dire plus ou moins g^ne. 
Supposons d'abord que ses coordonn^es soient liees entre 
elles par une relation unique 

(2) cp(j?, 7, 2)-=o. 
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On peut mat^rialiser la condition exprimee par cette equa- 
tion, quelles que soient les veritables liaisons physiques des- 
quelles on Tail deduile, en supposant que le point ne puisse 
pas quitter la surface representee par Tequation (2), en ayant 
d'ailleurs la liberty de se mouvoir sur cetle surface de toutes 
les manieres possibles. Ainsi, quand un point doit rester a 
une distance constante d'un axe tixe, on peut supposer qu*il 
se meut sur un cylindre de revolution autour de cet axe; s'il 
doit rester k une distance constante d'un point fixe, comme 
dans le cas du pendule simple, on pourra supposer qu*il se 
meut sur une sphere, etc. 

II est evident que I'^quilibre aura lieu si la resullante des 
forces qui agissentsur le point materiel est dirig^e suivant la 
normale a la surface directrice; car alors, tout I'effortde cette 
resultante consistant a ecarter le point materiel de la surface, 
dans un sens ou dans Tautre, chose que nous supposons im- 
possible, cet effort sera completement sans effet et le point 
restera en repos. 

II arrive souvent que le corps est simplement pose sur une 
surface mat^rielle; il faut alors, si Ton veutque le corps reste 
en equilibre, que la resultante des forces tende a le faire pen6- 
trer dans Tinterieur de la surface, et non a Ten detacher. 
C'est ce qu'on exprime en disant que la direction de la resul- 
tante doit ^tre celle de la normale interieure. 

L'analyse nous apprend que, si nous appelons a, [3, y les 
angles formes avec les axes coordonnes par la direction de la 
normale exterieure k la surface (2), on a 

d<^ d(^ d(^ 

dx ^ dy dz 

cosa = — i — ) cosp=:— r— > cosy =—:--, 

en posant 



^-■V(2)"-(|) 




il faut done, pour Tequilibre, que les projections de la resul- 
tante X, Y, Z soient respectivement proportionnelles k — cos a, 
— cos(3, — cosy, ou a 



of cp of cp <f (p 

dx dy dz ^ 



X H- Xcosa 


- o,» 


Yh-Xcos(3 


-o, 


Z 4- X cosy 


— o. 
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done on ecrira, en appelant X un certain facleur posilif, 
Xnn: — Xcosa, Y=- — Xcos(3, Z^ — Xcosy 
ou bien 

en repr^sentanl -r— par Xj. 
On pent ecrire ces equations de la maniere suivante : 



(3) 



Les trois cosinus qui figurent dans ces equations sont des 
fonctions connues des coordonnees du point que nous Stu- 
dious, X est un coefficient indetcrmin6. En Sliminant ce- coef- 
ficient entre les equations (3), on obtiendra les deux relations 
auxquelles doivent satisfaire les composantes X, Y, Z, pour 
rSquilibre de leur point d'application. Ces relations etant 
supposees verifiees, Tune quelconque des Equations (3) fera 
connaitre la valeur de Tindeterminee X. 

Mises sous la forme (3), les equations de I'equilibre d'un 
point materiel assujetti a se mouvoir sur une surface sont les 
m^mes que celles de ce point materiel libre soumis aux 
m^raes actions, en supposant qu'on joigne aux forces dont les 
projections sur les trois axes sont representees par X, Y, Z, 
une nouvelle force X dirigee suivant la normale exterieure. 
Cette force X, qui fait que le point materiel pent Stre regarde 
comme libre, estce qu'on appelle la reaction de la surface. La 
direction de cette reaction est celle de la normale exterieure; 
sa grandeur n'est pas immediatement connue; mais il suffit 
que les trois equations aient lieu pour une valeur convenable 
de X ; les conditions d'equilibre, dans ce cas, se reduisent done 
\ deux, qu'on tirerait des equations (3) en eliminant X. Ces 
deux conditions etant supposees satisfaites, Tune des equa- 
tions fournira la valeur de la reaction inconnue X. 
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. En reality, dans la nature, les choses ne se passent pas ainsi. 
Nous avons admis qu'un corps plac6 sur une surface peul 
se d^placer comme on veut sur cette surface, sans un effort 
quelconque, mais qu'il ne peut y penetrer. II existe une force 
particuli^re dippel^e frottement, qui fait qu'un point ne peut 
se deplacer sur la surface que si on lui applique, dans le plan 
tangent k la surface, un effort determine ou un effort plus 
grand. L'action de la surface n'est done pas normale ; on n'a 
plus, k proprement parler, d'equationsd*equilibre; T^quilibre 
est indetermine, et les forces ind^pendantes de la surface 
peuvent varier dans une certaine mesure sans qu'il y ait de 
mouvement produit. Pour nous, qui faisons actuellement de 
la M^canique rationnelle, nous commencerons par negliger 
le frottemenl, et nous supposerons toujours que Taction de 
la surface soit dirigee suivant la normale exterieure. Nos 
r^sullats seront ainsi forcement entaches d'inexactitude, et ne 
seront pas directement applicables aux corps tels qu'ils 
existent dans la nature. 

§ VII. — £quilibre d'un point assujetti a rester 

SUR une course fixe. 

Le point materiel que nous considerons peut ^tre encore 
plus g^ne dans ses mouvements que nous ne venons de le 
supposer; c'est ce qui arrivera, par exemple, si les liaisons 
sont telles, qu'il resulte de leur presence deux Equations 
distinctes entre les coordonn^es de ce point : 

,^. i 9(^% J, r).= o, 

Ces deux equations representent une courbe dont le point ne 
peut pas s*eloigner : c*est sa trajectoire (*) qui se trouve ainsi 
immediatement connue. 



( ' ) N'oublions pas que nos equations d'^quilibre n'impliquent pas le moins 
du monde I'id^e que le point reste en repos. Si les forces que nous consi- 
derons et qui satisfont aux conditions d'^quilibre agissaient seules sur le 
corps en repos, il y resterait, \o\\k tout. Mais rien n'emp^che que le point 
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Done, il faut, pour Tequilibre, que la resultanle lende a 
faire sorlir )e point de celle ligne, c'est-a-dire qu'elle soilper- 
pendiculaire a Tel^ment ds de cetle courbe ; on doit done avoir 

(5) \.dx-\-Ydy^Zdz = o. 

En verlu des equations (4), dx, dy, dz sonl lies par les 
relations 

do , d(D , do , 

-~ dx ^ -f' dy 4- -, dz ■= o, 
, dx dy '^ dz 

(6) 

f V- dx H — i^ dy H ^ dz^=z o. 

\ dx dy ^ dz 

Eliminons dx, dy, dz entre les equations (5) et (6); pour 
cela, ajoutons-les membre a membre apr^s avoir multipli^ la 
deuxidme par \, la troisieme par fx, et ^galons k z6ro les coef- 
ficients respectifs de dx, dy, dz ; nous aurons 

a 

dx * dx 

Au lieu d'une seule reaction, comme dans le cas d'une sur- 
face, nous en aurons deux dirig^es.suivant les normales res- 
pectives aux surfaces representees par les equations (4). 

Les conditions de Tequilibre se r^duiront k une en 61imi- 
nant X et fx entre les equations (7). En m6me temps, on d^ter- 
minera la valeur des quantit^s X et fx qui sont li^es aux reac- 
tions inconnues. 

On aurait pu, dans les deux cas que nous venous d'etudier, 
trouver directement T^quation ou les Equations d'equilibre, 
sans introduire d'inconnues auxiliaires. 

En effet, la reaction d'une surface etant normale \ cette 

n'ait k rinstant consid^r^ ud certain mouyemcnt di\ k des causes quel- 
conques. Alors ce mouvement se continuera absolument comme si les forces 
qui se font ^quilibre n'existaient pas. 
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surface, on pourrait prendre pour axes cette normale et deux 
autres droites rectangulaires. Les equations obtenues en 6ga- 
lant a zero les projections des forces sur ces deux derniers 
axes ne contiendraient pas la reaction inconnue; ce seraient 
les equations d*equilibre. 
De m^me pour le cas d'une courbe fixe. 
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CHAPITRE III. 

fiQUILIBRE DES SYSTtMES QUELCONQUES DE POINTS MATfiRIELS. 



Apres avoir 6tudie loul ce qui se rapporte a Tequilibre d'un 
point materiel, il faut passer au cas d*un corps propremenl dit, 
c'esl-a-dire d'un syst^me de points mat6riels lies entre eux 
d'une mani^re quelconque. 

Ces liaisons des divers points r^sultent des forces int6- 
rieures, dont nous avons parle en d^finissant d'une mani^re 
g^n^rale la constitution des corps maleriels. Le caract^re 
special des forces interieures est d'etre deux a deux ^gales et 
directement opposees, mais non appliquees au m^me point. 
Leur nombre est infini comme celui des points du syst^me. 
Elles se distinguent par la des forces exterieures qui peuvent 
6tre quelconques, et qui sont appliquees a un certain nombre 
de points bien determines. 

Tout 6tant ainsi dispose, et le corps etant suppos6 en repos, 
11 arrivera necessairement de deux choses Tune : ou bien le 
corps restera en repos, c'est le cas de Tequilibre, ou bien il 
prendra un certain mouvement. Le premier cas, dont Tetude 
est Tobjet de la Statique, parait beaucoup plus simple que le 
second; de plus, il arrive, comme nous le verrons en Dyna- 
mique, que le cas du mouvement, qui semblait d'un ordre de 
complication bien superieur, se ramene immediatement au 
cas de T^quilibre. 

II est done naturel de commencer Tetude de la M^canique 
par la Statique ; seulement, je ferai remarquer que nous n'avons 
nullement la pretention de nous debarrasser, dans cette pre- 
miere Partie, de la consideration du mouvement. Tout au 
contraire, c'est de la que nous avons tire nos principes et nos 
th^or^mes fondamentaux ; et nous avons commence cette 
Section par definir I'effet produit par une ou plusieurs forces 
appliquees a un point materiel. 
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II est d'ailleurs evident qu'au point de vue de la theorie 
proprement dite, quand on laisse de c6te la resolution des 
problemes particuliers, il n'y a pas de diiference entre la Sta- 
tique et la Dynamique, tant qu'on se borne k considerer Teffet 
des forces sur un point materiel unique. II resulte de notre 
principe fondamerital que ces forces, quel qu'en soit le 
nombre, peuvent toujours etre remplacees par une resul- 
tante unique. Cette r^sultante fait connattre a la fois, d'une 
part la direction et TacceJeration du mouvement produit par 
les forces donnees, d'autre part la direction el la grandeur de 
la force qu'il faudrait employer pour leur faire equilibre. II 
n'y a pas Ja deux problemes, mais une equation entre deux 
quantites, equation qui fait connaitre Tune ou Fautre de ces 
deux quantites, suivant celle que Ton suppose donn^e. II est 
vrai qu'une fois Tequilibre etabli, il persiste ind^finiment 
tant qu*on ne modifie pas Tordre de choses existant; tandis 
qu'en Dynamique, il faut pousser les choses plus loin, et 
chercher ce que sera le mouvement dans toute la suite du 
temps. Mais ceci est une pure question de Calcul integral : si 
nousconnaissons, comme cela doitetre, les forces qui agissent 
k chaque instant sur le mobile, nous connaissons k chaque 
instant Tacceleration totale de son mouvement, nous pouvons 
tracer un Element de la trajectoire, et suivre le mobile pen- 
dant qu'il parcourt cet element; voilk tout ce qu*on pent 
demander h la M^canique; c'estk TAnalyse qu'il appartient de 
r6unir ces elements pour en faire une courbe continue, etde 
trouver la loi g^nerale qui embrasse toutes les lois el^men- 
taires. 

Si nous considerons un corps, m^me un solide invariable, 
11 n*est pas possible de commencer par d^finir le mouvement 
qu'il doit prendre sous Tinfluence de forces donnees, et de 
conclure de \k les conditions de son equilibre. 

II est vrai que si Ton connaissait les forces interieures, rien 
n'emp^cherait de regarder chacun des points mat^riels qui 
composent le corps comme parfaitement libre, sous Taction 
des forces tant interieures qu'exterieures qui le sollicitent, et 
de determiner par la theorie qui precede les lois de son Equi- 
libre et de son mouvement. 

Malheureusement, nous ne savons pour ainsi dire absolu- 
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ment rien sur les forces interieures ; et lous nos efforts vonl 
tendre h les eliminer autant que possible, c*est-a-dire que 
nous nous proposons surtout de chercher ce que Ton peut 
dire en Stalique sans connaitre les lois de Taction de ces 
forces, comme on etudie la capillarity sans avoir besoin de 
connaitre au juste la nature des forces moleculaires qui pro- 
duisent les phenomenes. 

II est alors indispensable d'etudier d'abord ce qui se passe 
quand le corps reste en equilibre sous Taction des forces qui 
en sollicitent les divers points, c'esl-a-dire de commencer la 
M^canique des systemes materiels par la Statique. 

§ VIII. — Des difp£rents principes de la Statique (*). 

Les trois grincipes fondamentaux que nous avons poses au 
commencement de cette Section nous sulfisent pour exposer 
a la fois la Statique et la Dynamique. Mais nous avons dit 
que la naissance de la premiere science avait precede de 
beaucoup celle de la seconde. La Statique a done ses principes 
speciaux, plus simples que ceux de la Dynamique, et il ne 
sera pas sans interet, dans une rapide etude bistorique, de 
recbercher quels sontles principes que les auteurs ont prisa 
diverses epoques pour bases de la Statique. 

Ces principes peuvent se reduire a trois : nous aliens, en 
les discutant succinctement, justifier le choix que nous avons 
fait et Tordre que nous avons suivi. 

Premier principe ou principe du leyier. — Archimede, le seul 
parmi les anciens qui nous ait laisse une theorie de Tequi- 
libre dans ses livres Be cequiponderantibus et De planorum 
ceqidlibriis, est Tauteur du principe du levier, lequel consiste, 
comme le savent tous les m^caniciens, en ce que, si un levier 
est charge de deux poids quelconques places de part et d^airtre 

( * ) Ce paragraphe est extrait, pour la plus grande partie, de I'excellente 
Notice historique mise par Lagrange en t^te de la Mecanique analytique. 
Part. I, Sect. i. 

Consulter aussi I'Ouvrage cite de M. Cournot, Liv. II, Chap, ii, Revue des 
principes de la Statique, t. I, p. 187. 
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du point d'appui, a des distances de ce point r6ciproquement 
proportionnellesauxm^mespoids, celevier sera en 6quilibre, 
et son appiii sera charge de la somme des deux poids. Archi- 
mede prend ce principe, dans le cas des poids egaux places k 
des distances 6gales du point d'appui, pour un axiome Evi- 
dent de soi-m^me, ou du moins pour un principe d'exp^rience; 
et il ramene k ce cas simple et primitif celui des poids inegaux. 

L'6quilibre d*un levier droit et horizontal, dont les extr6- 
mites sont chargees de poids egaux, et dont le point d'appui 
est au milieu du levier, est une verity tout a fait evidente, 
car il n*y a aucune raison pour que Tun des poids Temporle 
surPautre, toutetant egal depart et d'autre du point d'appui. 
II n'en est pas de m6me de la supposition que la charge de 
Tappui soit 6gale a la somme des deux poids. II parait que 
tous les m6caniciens Tout prise comme un resuUat deTexpe- 
rience journaliere, qui apprend que le poids d'un corps depend 
seulement de sa masse totale, et nullement de sa figure. 

On passe aisement du levier droit au cas d*un levier de 
forme quelconque, et ensuite, par des demonstrations ana- 
logues k celles de la Geomelrie pure, on d6duit du principe 
d'Archimede la solution de toutes les questions de Slalique. 

Ce principe est le seul qui soit fonde sur la nature de 
r^quilibre consid6r6 en lui-m6me, et comme un etat inde- 
pendant du mouvement. Les puissances sont des poids, ou 
peuvent 6tre regardees comme telles; et une puissance n'est 
cens6e double ou triple d'une autre qu'autantqu*elle est reel- 
lement formee par la reunion de deux ou irbis puissances 
6gales; la clart^ de Tenoned n'exige ni que les forces soient 
representees par des lignes, ni que Ton invoque aucun axiome 
tire de la nature du mouvement. 

Si Ton se bornait k la Stalique seule, on devrait peut-^tre 
prendre ce principe pour base. Mais on releguerait ainsi au 
second plan le probleme le plus simple de la Statique, celui 
de'requilibre d'un point materiel, pour introduire des le 
debut la notion d'un corps rigide, et celle des forces int^- 
rieures, dont le r6le ne se trouve d'ailleurs pas, quand on 
emploie cette m^thode, suffisamment mis en Evidence, cir- 
constance d'ouil pent resulter des embarras pour I'ensemble 
de la M6canique. 
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DeUXI^ME PRINCIPE OU PRINCIPE DE LA COMPOSITION DES FORGES CON- 

couRANTEs. — Le second principe fondamental de la Slatique 
est celui de la composition des forces concourantes, C'est celui 
qui nous a servi de base dans notre exposition, oa plut6t c'est 
un cas parliculier de notre deuxieme principe general, relatif 
k la composition des effets des forces qui agissent sur un 
m^me point materiel. 

Si nous cherchons Torigine de ce principe, il est necessaire 
de remonter assez haut dans I'histoire des sciences; car le 
livre des Questions mecaniques, attribue k Aristote, presente 
des applications nombreuses de la notion de la composition 
des mouvements, mais confuses et obscur^ment presentees. 
La regie du parallelogramme des vitesses s*y trouve cepen- 
dant nettement enoncee, et Tauteur en a bien senti la liaison 
avec la composition et la decomposition des forces. 

En general d'ailleurs, parmi les anciens, la consideration 
des mouvements composes a surtout ete employee par les 
g^ometres, qui I'ont appliquee k la description des courbes, 
comme Archimede pour la spirale, Nicomede pour la con- 
choide, etc.; plus recemment Roberval a deduit des m^mes 
principes une m^lhode ingenieuse de tirer les tangentes aux 
courbes dont la definition est pr6sent6e d'une mani^re con- 
venable. Mais Galil6e est le premier qui ait fait usage de la 
consideration des mouvements composes dans la Mecanique, 
pour determiner la courbe d^crite par un corps pesant, en 
vertu de Taction de la gravite et de la vitesse communiquee 
par la force de projection; il parait d'ailleurs que Galilee n'a 
pas connu toute I'importance de ce principe dans la th6orie 
de Tequilibre. 

On trouve encore la theorie des mouvements composes 
dans les ecrits de Descartes, de Roberval, de Mersenne, de 
Wailis, etc.; mais jusqu'aTannee 1687, danslaquelle ontparu 
les Principes mathematiques de Newton, et le Projet de la 
nouvelle Mecanique Aq Varignon, on n'avait point pens6 k sub- 
stituer, dans la composition des mouvements, les forces aux 
mouvements qu'elles peuvent produire, et k determiner la 
force compos^e resultante de deux forces donnees, comme 
on determine le mouvement compose de deux mouvements 
rectiiignes et uniformes donnes. 
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Le principe de la composition des forces donne tout de 
suite les conditions de T^quilibre entre trois puissances, ou 
m^me entre un nombre quelconque de puissances agissant 
sur un point, condition qu*onn'avaitpud6duireder^quilibre 
du levier que par une suite de raisonnements ; et pourtant le 
probleme de T^quilibre d'un point est bien certainement le 
plus simple de toute la Statique, puisqu'ii est le seul dans 
lequel on n'ait pas a se preoccuper de la modification que 
produisent les forces que Ton consid^re sur T^quilibre int6- 
rieur du corps. Quand on connait la loi de Tequilibre des 
forces concourantes, on en d6duit la regie du levier par le 
theoreme des moments, dd k Varignon. Le seul inconvenient 
de cette maniere de proc^der, c'est qu'on est oblige d'intro- 
duire la consideration 6trang^re du mouvement pour I'etude 
des cas ou il n'y a pas de mouvement. 

On a cherche depuis, pour rendre k la Stalique son ind^- 
pendance et en quelque sorte son autonomic, k affranchir le 
principe de la composition des forces de la consideration du 
mouvement, et k Tetablir uniquement sur des v6rit6s evi- 
dentes par elles-m^mes. Au commencement du xvm® siecle, 
Daniel Bernoulli a donn6 le premier, dans les Commentaires 
de VAcademie de Petersbourg, t. I, une demonstration tres 
ing6nieuse du parallelogramme des forces. Cette demonstra- 
tion, longue et compliqu6e, a et6 ensuite rendue un peu plus 
simple par d'Alembert, dans le premier volume de ses Opus- 
culesy et aussi par M. Aime, Journal de Liouville, t. I«'. 
Mais il faut avouer, avec Lagrange, qu'en s^parant ainsi le 
principe de la composition des forces de celui de la composi- 
tion des mouvements, on lui fait perdre ses principaux avan- 
tages, Tevidence et la simplicite, et on le reduit a n*etre qu*un 
resultat de constructions geometriques ou d'analyse. 

En parlant du principe du levier, nous avons vu que ce 
principe se composait de deux parties dont Tunc est evidente, 
et dont Tautre ne Test nullement a priori : c'est celle qui 
Gonsiste k determiner I'intensite de la resultante des deux 
forces, ou la charge du point d*appui. Ici, au contraire, la dif- 
ficulte consiste k prouver Texistence d'une resultante. Pour 
arriver k cette notion, on est oblige de considerer le mouve- 
ment qu*un corps doit prendre sous Taction de deux forces 



' 
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qui ne se font pas equilibre, mouvement qui, ^tant n6cessai- 
rement unique, peut etre attribu6 a une force unique agissant 
sur ie corps dans la direction de son mouvement (*). 

II y a plus : on est encore oblige d'admettre que la direc- 
tion de la r^sultante de deux forces passe dans Tinterieur de 
Tangle de ces deux forces, et cette seule chose suppose impli- 
citement une sorte d'ind^pendance entre les effets des deux 
forces. En effet, cet axiome serait aussi peu evident que pos- 
sible si la presence de la deuxieme force pouvait modifier le 
genre d'action de la premiere, de m^me qu'un courant 61ec- 
trique agit par influence sur un courant voisin. 

II me semble r6sulter clairement de cette discussion que le 
veritable principe de la Mecanique est celui donl nous avons 
fait usage, apr^s Galilee et Newton. Deux forces agissant simul- 
tan^ment sur un point materiel produisent chacune son effet, 
lequel est en outre independant de T^tat de repos ou de 
mouvement du point. Ce principe nous a permis d'elucider 
tout d'un coup les fondements de la Dynamique et ceux de la 
Statique, sciences jumelles, que nous aliens maintenant suivre 
Tune apres Tautre dans leur existence distincte, apr^s avoir 
autant que possible cherch6 k p6n6trer le mystere de leur ori- 
gine commune. 

TROISlfeME PRINCIPE OU PRINCIPE DES YITESSES YIRTUELLES. — Aupa- 

ravant, il est encore necessaire de parler d'un troisieme prin- 
cipe, connu sous le nom de principe des vitesses virtuelles, 
Celui-ci parait encore plus etranger a la Statique proprement 
dite; et pourtant, il est certainement Texpression la plus gene- 
rale des lois de T^quilibre, en m^me temps qu'il donne la vraie 
raison de ces lois dans leurs details comme dans leur gene- 
ralite. 

On doit entendre par vitesse vifHuelle, dit Lagrange, celle 
qu'un c6rps en equilibre est dispose a recevoir, en cas que 
r6quilibre vienne k ^Ire rompu, c'est-k-dire la vitesse que ce 

(») Ainsi Ton peut dire que les demonstrations du genre de celle de Ber- 
noulli ne sont pas tout k fait exemptes de la consideration du mouvement. 
II serait d'ailleurs assez extraordinaire qu'on p6t d^montrer la propriety 
fondamentale des forces sans s'appuyer sur leur definition, qui lespr^sente 
comme des causes de mouvement. 
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corps prendrait reellement daas le premier instant de son 
mouvement : el le principe donl il s'agil consiste en ce que 
des puissances sont en equilibre, quand elles sont en raison 
inverse des vitesses virtuelles de leurs points d'application, 
vitesses estim6es suivant les directions de ces puissances. 

Celle phrase de Lagrange n'est autre chose, comme nous le 
verrons, que la traduction en langage math6matique de Tadage 
suivant, bien connu de tous les mecaniciens : 

Ce qu'on gagne en force ^ on le perd en vitesse^ et recipro- 
quement. 

Si Ton n*a pas oubli6 que nous appelons travail d'une force 
le produit de rintensit6 de la force par le deplacemeht de son 
point d'application, estime suivant la direction de la force, on 
voit que Tenonce de Lagrange revient encore k dire que^ 
quand deux forces sont en equilibre sur un corps quelconque, 
Tequiiibre ne saurait ^tre rompu sans que les produits que 
nous appelons travaux soient egaux pour les deux forces. En 
consid^rant Tune de ces forces comme \^ puissance appliquee 
\ la machine, Tautre comme la resistance a vainer e, on dira 
que Tequilibre a lieu quand le travail de la resistance est egal 
au travail de la puissance, pour un deplacement hypoth6tique 
infiniment petit. 

Les anciens n'ont pas connu cette loi dontTimportance est 
capitaie, qu'on la regarde ou non comme un principe; et il 
parait qu*on doit rapporter a Descartes (*) et a Wallis 
rhonneur d'avoir cherche les premiers la raison et le prin- 
cipe de Tequilibre des machines dans Tequivalence entre les 

(*) Explication des machines et engins par I'aide desquels on pent 
avec une petite force lever un fardeau fort pesant. {Me'chanique dt Des- 
cartes, traduite par Nicolas Poisson, de rOratoire, 1668.) 

Page 7 : « L'iDvention de tous ces engins n'est fondee que sur un seul 
» principe, qui est que la meme force qui peut lever un poids, par exemple 
» de 100 livres, k la hauteur de deux pieds, en peut aussi lever un de 300 
» livres k la hauteur d'un pied, ou un de 400 k la hauteur d'un demi-pied, 
» et ainsi des autres. . . 

» .. . Car c'est le m6me de lever 100 livres k la hauteur d'un pied, et de 
» rechef encore xoo livres k la hauteur d'un pied, que d'en lever 200 k la hau- 
» teur d'un pied, et le meme aussi que d'en lever 100 a la hauteur de deux 
» pieds. » 
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travaux respectifs de la puissance et de la resistance, dans 
rhypothese ou la machine prendrail un certain mouvement 
dans un sens ou dans Tautre. 

Avant Descartes et Wallis, Guido Ubaldi a le premier 
signale la loi dont nous parlons, dans les pouiies mobiles ou 
moufles. Ensuite arrive Galilee, dont les idees fort nettes h cet 
6gard sont consignees dans un petit ouvrage curieux ayant 
pour titre : 

Les Mechaniques de Galilee, mathematicien et ingenieur du 
due de Florence, avec plusieurs additions, traduites de Titalien 
par le P. Mersenne, Minime. Paris, i634. 

Dans son 6pftre d^dicatoire, Mersenne dit : 

« Mais j'estime que Tordre, et le r^glement admirable que 
» la nature observe dans les forces mouvantes, vous donnera 
» encore plus de plaisir, parce que vous y verrez reluire une 
» 6quit6 et une justice perp6tuelle qui se garde, et que Ton 
» remarque si justement entre la force, la resistance, le temps, 
» la Vitesse et Tespace, que Tun recompense toujours Tautre, 
JO car si le mouvement est viste, il faut beaucoup de force, et 
JO s'il est lent, une petite force suffit. En eifet, il est impos- 
» sible de gaigner la force et le temps tout ensemble.... 

D Or, il faut conclure de tout ce discours que I'on ne peut 
D rien gaigner en force que Von ne le perde en temps.,. (*). » 

L'auteur passe ensuite en revue les principaux appareils 
conn us sous le nom de machines simples^ appareils qui sont 
les elements dont se compose une machine quelconque ; et il 
insiste k propos de chaque machine sur la loi capitale et uni- 
verselle qui lie les forces en equilibre avec les vitesses que 
prendraient leurs points d'application, en cas de rupture de 
r^quilibre. Cette loi est ainsi presentee, a proprement parler, 
par Galilee et son commentateur, comme une propriete gene- 
rale de Tequilibre, et non comme la vraie raison de Tequi- 
libre, ainsi qu'on Ta fait depuis Descartes. 

Enfin, c'est dans une lettre de Jean Bernoulli, adressee de 
B^le ^ Varignon, le 26 Janvier 1717, qu'on trouve le principe 

(*) G'est Taxioms des m^caniciens, enonce pour la premiere fois presque 
dans les termes qu'on emploie encore aujourd'hui. 

B. — II. 4 
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dont nous nous occupons enonc6 pour la premiere fois avec 
toute sa g6n6ralil6. 

« Tout cela etant bien entendUf je forme, dit Bernoulli^ 
» cette 

PROPOSITION GfiNfiRALE. 

» En tout equilibre de forces quelconques, de quelque 
maniere qu'elles soient appliquees et suivant quelque direc^ 
tion qu'elles agissent les unes sur les autres, ou mediatement, 
ou immediatement, la somme des energies affirmatives sera 
4gale d la somm,e des energies negatives^ prises affirmative- 
ment. » (Varignon, Nouvelle Mecanique,) 

Bernoulli se contenta d'^noncer cette proposition g6nerale 
et ne la demontra point. II est probable qu*il y etait arrive par 
une simple induction fond6e sur des cas un peu plus com- 
pliqu6s que ceux qu'avait ^tudi^s Galilee. 

Lagrange, dans la premiere Edition de sa Mechanique ana- 
lytique^ admet le principe de Bernoulli comme une esp^ce 
d'axiome; et il lire de ce principe une formule gen^rale, qui 
renferme la solution de tous les probl^mes qu'on pent pro- 
poser sur Tequilibre des forces. 

11 semble pourtant que cette proposition n'est pas assez 
§vidente en elle-m^me pour qu*il soit convenable de Teriger 
en principe primitif. II est preferable de prendre pour base 
une proposition plus simple, ainsi que nous Tavons fait, et de 
considerer le principe des vitesses virtuelles comme un tbeo- 
reme ^ demontrer (*). Cela fait, la formule de Lagrange per- 
met d'en deduire la solution de tous les probl^mes d'equi- 
libre, sans constructions nouvelles, sans artiflces particuliers, 
par une methode simple, elegante, uniforme, ainsi que cela 
doit arriver quand on a et6 assez heureux pour saisir dans une 

(*) Ce n'est qu'apres la publication du grand Ouvrage de Lagrange que 
parut la premiere demonstration g^n^rale du principe des vitesses virtuelles. 
Elle est due k Fourier et ne date que de 1797- (Voir Journal de I'^cole 
Poly technique J t. II.) On en a public depuis un grand nombre d'autres, et 
Lagrange lui-mdme a cru devoir en proposer une dans la deuxi^me edition 
de la Mecanique analyiique. 
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science le principe supreme et g6n6rateur d'ou tout le reste 
derive. 

Ce qui fait le caractere original de ce principe, c'est qu'il 
reduit toute question d*6quilibre de forces k une determi- 
nation de rapport de vitesses, de sorte qu'il ram^ne imm6dia- 
tement et tout d'un coup la Statique h la Cin^matique, c'est- 
a-dire a la Geometric. On trouverait difficilement un exemple 
aussi curieux de passage d'une science k une autre science, 
toute difr6rente comme objet et comme principes. 

On comprend d*ailieurs facilemenl qu'une fois que, par une 
induction tir6e de Tetude rationnelle et exp6rimentaie d'un 
grand nombre de cas particuliers, on est parvenu au th^oreme 
general qui les renferme tons, on puisse inversement deduire 
de ce th6oreme les fails qui ont servi de point de depart, 
comme en demolissant un Edifice on retrouve tous les mat6- 
riaux qui ont servi a T^difier; c'est celte marche que nous 
allons suivre actuellement. Nous aurions pu commencer par 
donner ainsi, sous leur forme mathematique actuelie, Tenoned 
et la demonstration du principe des vitesses virtuelles, mais 
Tessence intime de ce principe ou theoreme et sa veritable 
signification auraient completement disparu sous la seche- 
resse de la forme didaclique; on n'y auraitplus vu qu'une for- 
mule commode pour resoudre des problemes, et pour ainsi 
dire le denouement d'un drame dont on ignorerait les p6ri- 
peties. C'est pourquoi nous avons cru indispensable de donner 
ces quelques details historiques. 

Nous avons €ie par 1^, il est vrai, entrain^ a presenter, 
contre notre habitude, les choses avec tout le vague et la 
demi-obscurite qu'on retrouve autour du berceau de chaque 
science, mais nous nous hMerons de reparer cette faute volon- 
taire en donnant des definitions nettes et precises, qui desor- 
mais nous serviront exclusivement dans tous nos raisonne- 
ments et nos calculs. 

§ IX. — TflfiORfeME DU TRAVAIL VIRTUEL. 

Definitions, — Considerons un systeme materiel dont les 
divers points sont soUicites par des forces quelconques. Sup- 
posons chacun des points du systeme transport^ de la position 
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qu'il occupe dans une position infiniment voisine : on nomme 
Vitesse virtuelle d'un quelconque de ces points, ou mieux de^ 
placement virtuel (*), la droite qui joint la premiere position 
k la deuxieme. 

Ces deplacements virtuels sont des grandeurs purement 
g6om6triques; ils n'onl rien de commun avec les deplace- 
ments reels qui prendraient naissance si le corps n'etait pas 
en 6quilibre. Les deplacements attribues a un ou plusieurs 
points peuvent 6tre impossibles, d'autres incompatibles entre 
eux, ce qui n'emp^che nullement de concevoir g^om^trique- 
ment un point dans deux positions voisines quelconques. 

Le travail virtuel d'une force appliquee a ce point est le 
travail qui correspond au deplacement virtuel, c'est-a-dire 
qu'il est le produit du deplacement virtuel par la force et par 
le cosinus de Tangle que formenl les directions respectives 
du deplacement et de la force. Nous d^signerons cette quan- 
tity par la notation Tj,F, c'est-k-dire que nous ferons 



T^F=iF^5cosF,a5(*). 

Nous allons maintenant etablir Tenchainement des proposi- 
tions qui constituent les diverses parties du theor^me. 

L Equilihre d'un point materiel, — Nous avons vu que, 
pour qu*un point materiel soit en equilibre, il faut et il suffit 
que la r^suUante de toutes les forces qui lui sont appliqu^es 
soit nulle. 

Nous ^noncerons identiquement la m^me chose en disant 
que le travail de cette resultante doit itre nul pour tout de- 
placement virtuel attribue au point sur lequel elle agit. En 
effet, si cette resultante est nulle, son travail est aussi nul, 
quel que soit le deplacement du point d'application; et reci- 
proquement, si le travail d'une certaine force est nul pour tout 



(*) La dtnoTtiiti^lioxi dit Vitesse virtuelle \\ttkl de ce qu'on peut concevoir 
que le deplacement virtuel se fasse avec uniformity dans un temps infiniment 
petit, et qu'alors les espaces parcourus sont proportion n els aux vitesses. 

(*) Pour distinguer les deplacements virtuels des deplacements r^els, nous 
designerons, suivant Tusage, les premiers par la lettre 6, les seconds par la 
caracteristique d. 
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deplacement infiniment petit qu'on voudra supposer, cette 
force est necessairement nulle elle-m^me. 

Mais nous savons que le travail de la r^sultante des forces 
appliquees a un point est ^gal k la somme des travaux de 
toutes les composantes ; done on peut dire que : 

Pour qu'un point materiel soit en equilibrey il faut et il 
suffit que la somme des travaux de toutes les forces appliquees 
d ce point soit nulle pour tous les deplacements virtuels ima- 
ginahles. 

Quand le point dont il s'agit fait partie d'un systeme mate- 
riel, nous avons Thabitude de distinguer en deux groupes les 
forces que nous considerons comme appliquees k ce point, 
savoir : les forces exterieures F et les forces interieures /. 

Nous 6crirons done la propriete qui precMe de la maniere 
suivante 

(I) 2T'*'+2t,/=o, 

et nous ^noncerons ainsi la premiere partie du th^or^me : 

PrehiI^re partie. — Pour tout point faisant partie d'un sys- 
teme materiel en equilibre, la somme des travaux des forces 
appliquees d ce point, tant interieures qu' exterieures est nulle, 
pour un deplacement virtuel quelconque. 

II. &quilibre d'un systeme materiel quelconque, — En 
appliquant le m^me raisonnement a tous les points mat^rieis 
qui constituent notre systeme en equilibre, et faisant la somme 
de toutes les Equations telles que (I), relatives \ ces divers 
points, on voit que : 

Deuxi^iie partie. — Dans un systeme materiel en equilibre, 
la somme des travaux de toutes les forces, tant interieures 
qu' exterieures, est egale d zero, quels que soient les deplace- 
ments virtuels infinim,ent petits et independants les uns des 
autres que Von imagine Stre pris en meme tem,ps par les dif- 
fer en ts points du systeme. 



54 PREMIERE SECTION. — STATIQDE. 

Ce ih^oreme s'exprime analytiquement par T^quation 



(II) 2I1'^^^-^II2'*'^-^ 



o, 



la sommation s'etendant a la fois a toutes les forces agissant 
sur un point quelconque el a tous les points que Ton consi- 
d^re comme formant le systeme 6tudie. R6ciproquement, si 
la somme des Iravaux virtuels de toutes les forces appliquees 
au systeme est nulle, pour tous les deplacements imaginables 
des divers points qui le composent, le systeme, suppose pri- 
mitivement en repos, ne sortira pas de cet 6tat de repos : car, 
si Ton ne deplace qu'un seul de ces points mat6riels, ce qui 
revient k supposer que les deplacements des autres points 
sont nuls, on conclura de notre hypolhese que la somme des 
travaux virtuels des forces appliquees k ce point est egale a 
z^ro, quel que soit le deplacement qu'on lui attribue, c'est- 
a-dire que ce point, consid6r6 seul, est en equilibre. Le m^me 
raisonnement, applique successivement aux divers points du 
systeme, montrera que tous ces points sont egalement en 
equilibre, et, par consequent, le systeme tout entier est en 
equilibre. Ainsi, Ton pent dire que, pour qu*un systeme 
materiel quelconque soit en equilibre, il faut et il suffit que la 
somme des travaux virtuels de toutes les forces qui agissenl 
sur ses divers points soit nulle, quels que soient les deplace- 
ments iniiniment petits et independants les uns des autres 
que Ton imagine ^tre pris en m^me temps par ces diff^rents 
points. 

III. Equilibre d'un solide invariable, — Parmi tous les 
deplacements virtuels, en nombre infini, que nous pouvons 
attribuer simultanement aux divers points d'un systeme mate- 
riel, choisissons en particulier des deplacements tels que les 
distances mutuelles de tous les points du systeme restent les 
memos; c'est-a-dire, concevons que nous d^placions le sys- 
teme materiel tout d'une pi^ce, comme si c'etait un solide 
invariable. L'equation fournie par le th6oreme du travail vir- 
tuel, pour un pareil deplacement de Tensemble des points 
materiels du systeme, ne conliendra aucun terme dependant 
des forces interieures. En effet, dans le deplacement particu- 



CHAP. HI. — ^QUILIBRE DES SYSTtaiES QUBLGONQUES, ETC. 55 

lier que nous considerons, la distance de deux queiconques 
des points materiels du syst^me ne change pas. Done les tra- 
vaux virtuels des forces interieures sont deux k deux egaux 
et de signes contraires, et, par consequent, disparaissent tons 
de Tequation fournie par le theoreme du travail virtuel. 
L'6quation g^nerale (II) se r6duit alors a 



= 0. 



(HI) 22'^''^ 

Done : 

Troisi^e partie. — Lorsqu'on communique d urt system.e 
un deplacement virtuel compatible avec la parfaite solidite du 
system,e, la somme des travaux virtuels des forces exterieures 
est nulle. 

Le tb6or6me que nous venons de d^montrer nous donne 
une propriety g^n^rale de I'^quilibre, danslaquelle n'entrent 
pas les forces interieures. Cette propriety sera done toujours 
veriQ^e, quel que soit le degre de solidite ou de rigidite des 
parties du systdme; c'est-Si-dire qu'elle devra necessairement 
avoir lieu pour que T^quilibre existe; mais, en general, cela 
ne sera pas sufQsant. 

IV. Equilihre des system,es d liaisons. — Les solides inva- 
riables sont des cas particuliers des systemes materiels dans 
lesquels on suppose qu'il existe entre les divers points cer- 
taines liaisons geom^triques. 

On entend par liaisons des conditions que le systeme doit 
necessairement remplir. On pent imaginer une variety infinie 
de liaisons, et cela aussi bien au point de vue geometrique 
qu'au point de vue physique; mais on peut toujours, quelles 
que soient ces liaisons, les supposer remplac^es par des forces 
capables d'obliger le systdme k satisfaire aux m^mes condi- 
tions. C*est ainsi que, dans le cas ou un point materiel est 
assujetti k rester sur une courbe fixe ou sur une surface fixe, 
sans frottement, nous avons vu comment on peut determiner 
une force capable de produire le m^me effet. Cette force 
s'appelle la reaction normale de la courbe ou de la surface. 

£n substituant aux liaisons les forces qui peuvent en tenir 
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lieu, on fait rentrer le systeme materiel dans le cas g6n^ral 
pour lequel le theoreme du travail virtuel a 6t6 etabli. Pour 
que ce systeme soit en 6quilibre, il faut et il suffit que la 
somme des travaux virtuels de toutes les forces, y compris 
celles qui tiennent la place des liaisons, soit 6gale k z6ro, 
quels que soient les deplacemenls virtuels qu'on attribue k 
tous les points mat^riels dont il est form6. Ce mode de pro- 
ceder a Tavantage de faire connaitre les forces capables de 
remplacer les liaisons, ou, comme on dit, les charges des 
appuis. En 61iminant ces forces entre les Equations fournies 
par le Ih^or^me general, on obtient les veritables equations 
d'^quilibre. 

On peut aussi ne pas introduire dans le calcul ces inconnues 
auxiliaires. En effet, nous allons montrer que si, parmi tous 
les d6placements virtuels infiniment petits qu'on est libre 
d'attribuer a tous les points du systeme, on choisit sp^ciale- 
ment ceux qui sont compatibles avec les liaisons, la somme 
des travaux virtuels des forces de liaison est identiquemenl 
nuUe, de sorte que ces forces disparaissentd*elles-m^mes des 
Equations fournies par le theoreme du travail virtuel, ap- 
plique k ces deplacements particuliers. 

Pour etablir ce point capital, nous considererons seulement 
les trois modes de liaison suivants, qui sont ceux qu'on ren- 
tontre le plus fr^quemment dans les machines. 

1° Quand certains points sont obliges de rester sur des 
courbes fixes ou sur des surfaces fixes, sans ^prouver de frot- 
tement de la part de ces courbes ou de ces surfaces, le travail 
de la reaction normale est 6videmment nul, pour tout d6pla- 
cement du point dirige suivant la courbe ou sur la surface 
Vwe^ puisqu'un pareil deplacement virtuel est perpendiculaire 
k la direction de la force. 

2® Quand deux points du systeme sont assujettis par un 
mode de liaison quelconque k rester k des distances inva- 
riables Tun de Tautre, on obtiendrait le m^me eifet au moyen 
de deux forces 6gales et contraires, appliqu^es respective- 
ment k chacun de ces deux points, et dont il est possible de 
calculer a posteriori Tintensit^, comme on calcule la reaction 
d'une surface fixe. Or nous avons d6montr6, page 3o, que la 
somme des travaux de deux forces de ce genre est nulle, pour 
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tout d^placement virluel en vertu duquel la distance des deux 
points ne change pas. 

3«> Enfin, quand deux parlies du syst^me, assimil^es k des 
solides invariableSy sont maintenues en contact, sans qu'il se 
d6veloppe de frottement entre leurs surfaces, on pent regarder 
ce resultat comme produit par deux reactions egales et con- 
traires, agissant sur les deux solides aux points par lesquels 
ils se touchent, et dirigees suivant la normale commune h 
leurs surfaces (*). Or, dans ce cas encore, la somme des tra- 
va«x des deux reactions est nulle, pour tout mouvement 
virtuel du syst^meen vertu duquel les deux surfaces ne cessent 
pas de se toucher. 

En effel, les deux points M, m {fig- j2), qui se trouvaient 
en contact, occupent par Teffet du deplacement virtuel des 
positions M', m', toutes deux siluees sur le nouveau plan de 
contact des surfaces, plan qui fait un angle inOniment petit 
avec le plan tangent commun en M. 

Les d^placements virtuels MM', mm! des points d'applica- 
tion de nos deux forces ont done une m^me projection sur la 
normale commune NN; et, comme ces forces elles-m^mes ont 
des directions opposees suivant cetle normale, la somme de 
leurs travaux virtuels est nulle (*). 

Si done nous considerons seulement des systemes mat6- 
riels dont les liaisons rentrent dans Tun des trois types que 
nous venons d'etudier, il resulte de la discussion precedente 
qu'il n'y aura pas lieu de s'occuper des forces provenantdes 
liaisons, tant qu*on appliquera seulement le th6ordme du 
travail virtuel k des deplacements compatibles avec ces liai- 
sons. Ce resultat constitue la quatrieme partie de notre th6o- 
reme fondamental. 



(*) Quand on tient compte du frottement, Taction mutuelle de deux 
solides en contact n'est plus dirigee suivant la normale commune a leurs 
surfaces, mais Taction et la reaction sont toujours egales en grandeur 
absolue et opposees en direction. 

( ') On voit que, conform^ment aux programmes de TEcole Polytechnique, 
nous ne d^montrons pas dans toute sa gen^ralite le th^oreme du travail 
virtuel. On pent consulter a cet 6gard la Mecanique rationnelle de M. Du- 
hamel, 3* Edition, et un M^moire de Poinsot sur T^quilibre et le mouve- 
ment des systemes, M^moire qui se trouve k la suite des Elements de 
Statique de cet auteur. 
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QuATRii^E PARTiB. — Quand un systeme de points materiels 
lies entre eiix d*une maniere quelconque est en equilibrey la 
somme des travaux virtuels des forces directement appliguees 
au systeme est nulle, tout comme si chacun des points du sys- 
teme etait libre, mais seulement pour tout systeme de deplace- 
ments virtuels compatible avec Vexistence des liaisons. 

Des mac/lines. — Les machines ne sont pas autre chose que 
des syslemes de corps assujellis a cerlaines liaisons; et g6n6- 
ralement ce sonl des syslemes a liaisons completes, dans les- 
quels le mouvemenl d'un seul point determine celui de tous 
les autres, le mouvement du premier ne pouvant d'ailleurs 
avoir lieu que sur une trajectoire determinee. 

Dans ce cas, il n'existe qu'un seul systeme de d^placements 
virtuels possibles, et le theoreme du travail virtuel ne fournit 
qu'une seule equation pour Tequilibre des forces appliqu6es 
k la machine. 

Reciproque du theoreme du travail virtuel. 

En demontrantladeuxieme partiedu theoreme, nous avons 
etabli que, reciproquement, toutes les fois que la somme des 
travaux de toutes les forces du systeme est nulle, pour un 
deplacement virtuel quelconque, on est assure que le systeme 
est en ^quilibre. 

Mais il est bien evident qu'une pareille verification est im- 
possible, et que le theoreme en question serait peu utile, si 
Ton n'avait des moyens de discerner dans chaque cas particu- 
lier, parmi toutes ces conditions dont le nombrc est infini, 
celles qui sont suffisantes (*) pour Tequilibre du systeme. 

Le seul cas qui presente de Tinteret est celui d'un systeme 
k liaisons, car si Ton avait des points isoles, independants les 
uns des autres, il est bien clair que chacun de ces points de- 
vraitetre en equilibre s6parement, et que le systeme constitu6 
par leur reunion ne presenterait aucune propri^te. Or nous 

(*) II faut entendre par \k les conditions qui, une fois verifiees, entralnent 
toutes les autres, car il ne faut pas oublier que ces conditions sont toutes 
^galement necessaires, et que, si une seule d'entre elles n'etait pas remplie, 
r^quilibre ne saurait subsister. 
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allons faire voir que r^ciproquement, si la somme des travaux 
des forces direclemeni appliquees au syst^me est egale k zero 
pour tout d^placementvirtuel compatible avec les liaisons, ce 
syst^me est en equilibre. 

En eflPet, designons toujours d'une maniere generale par F 
les forces directement appliquees au systeme; s*il n'y avait 
pas Equilibre, le systeme suppose en repos se mettrait en 
mouvement, et son mouvement s'effectuerait conformement 
aux liaisons auxquellesilestassujetti. On pourrait s'opposera 
ce mouvement, en appllquant a chacun des points materiels 
du systeme une force convenable, dlrigee en sens contraire de 
la direction suivant laquelle ce point materiel tendrait h se 
d^placer; d^slors, le systeme materiel serait en equilibre sous 
Taction des forces Q, Q', Q'',. . ., que Ton devrait ainsi appli- 
quer k ses divers points, et des forces F que Ton avait d6ja. 
D'apr^s ce qui vient d'etre 6tabli il n'y a qu'un instant, la 
somme des travaux des forces Q et F devrait ^tre nulle pour 
tout deplacement virtuel compatible avec les liaisons, et en 
particulier pour le deplacement infiniment petit que le sys- 
teme aurait pris tout d'abord sous Taction des forces F seules, 
si Ton n'avait pas applique les forces Q pour s'y opposer. Mais, 
par hypothese, la somme des travaux virtuels des forces F est 
nulle pour tout deplacement compatible avec les liaisons, et 
par consequent pour le mouvement particulier dont il s*agit : 
done, la somme des travaux virtuels des forces Q devrait aussi 
^tre nulle pour ce mouvement particulier. Or ceci est impos- 
sible puisque, dans ce mouvement, le point d'application de 
chacune des forces Q se deplace precisemenl en sens contraire 
du sens dans lequel la force agit; d'ou il suit que les travaux 
virtuels de ces forces sont tons negatifs. 

II resulte de ce qui vient d'etre dit que, pour qu'un systeme 
materiel dans lequel on imagine des liaisons soit en equi- 
libre sous Taction des forces F directement appliquees a ses 
differents points, il faut et il suffit que la somme des travaux 
virtuels de ces forces soit nulle, pour tout deplacement infini- 
ment petit compatible avec les liaisons. 

Ainsi se trouve limite dans chaque cas, par les lois m^mes 
qui r^gissent la constitution d'un systeme materiel, le nombre 
des conditions reellement neccssaires h Tequilibre de ce sys- 
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teme. Dans la plupart des machines, d'apr^s ce que nous avons 
dit, il n'y a qu'un seul mouvement virtuel possible : une seule 
condition est doncn^cessaire et suffisanle pour que des forces 
en nombre quelconque se fassent ^quilibre par Tinlerni^diaire 
de cette machine. Le Ih^oreme du travail virtuel donne avec 
la plus grande facilite cette Equation unique, en 61iminant 
sans qu'on s'en apergoive lout ce qui se passe dans rinlerieur 
de la machine. 

Consid^rons, par exemple, la presse hydraulique (t. P% 
p. 238). On salt que cette machine se compose de deux corps 
de pompe remplis d'eau ou d'un liquide quelconque, et relics 
Tun h Tautre par un luyau de communication. Un piston qui 
se trouve en contact avec le liquide se meut dans chacun des 
deux cylindres. Sur le plus petit de ces pistons agit la puis- 
sance P, sur le plus grand s'exerce la resistance R. 

Un seul mouvement virtuel est possible: si nous supposons 
que le premier piston s'enfonce d*une quantity fiA, ledeuxidme 
se soulevant de dh', Tegalit^ des travaux virtuels de la puis- 
sance et de la resistance donne I'equation 

de laquelle nous allons tirer la condition d'equilibre de la 
presse hydraulique. 

Pour cela nous remarquerons qu*en vertu de Tincompressi- 
bilite des liquides, le volume dont on a diminu6 la colonne 
contenue dans le premier cylindre doit ^ire exactement 6gal 
h Texcedentque nous retrouvons dans le deuxieme. On a done, 
S et S' d6signant les sections des deux pistons, 

d*ou, en 6liminant les vitesses virtuelles, 

PS 
R~S'' 

Dans Vequilibre de la presse hydraulique, la puissance est 
d la resistance dans le rapport direct des sections des deux 
cylindres. 

On trouverait de m^me les conditions d'equilibre des sys- 
temes de poulies, des equipages de roues dent^es, etc. 
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ConsideronSy par exeinple, une serie d'arbres tournants dont 
les vitesses soient en rapport constant. Appelons da la vitesse 
angulaire virtuelle du premier arbre;ei,£,, £3,... les raisons{^) 
des arbres auxquels sont appliqu^es des puissances; y},, tqj, 
Y)3,. . . celles des arbres sur lesquels agissent des resistances. 
L'equation du travail virtuel est 

Pp.doL-h P, />!.£, da 4-Pi/>2.ej3a -h. . . 

On en conclut Tequalion 

P/> 4-^ PiPiei — 2 Ri ^, t),- — o. 

§ X. — Equations G£iN£RALEs de l'£quilibre d'un syst^me 

MATfiRlEL QUELCONQUE. 

Quelle que soit la constitution d'un systeme materiel donl 
on recherche les conditions d'6quilibre, il est clair qu'on 
n'alt^re pas cet ^quilibre, suppose ^tabli, en supposant le 
systeme invariable de forme. Done les equations qui r6pondent 
aux deplacements virtuels compatibles avec la rigidite du 
systeme s'appliquenl k tous les syslemes materiels imagi- 
nables. 

Nous allons montrer que les Equations correspondantes k 
ces deplacements virtuels sont au nombre de sia^, Elles portent 
le nom (inequations generales de Vequilibrey parce qu'elles 
s*appliquent k un systeme quelconque. Elles sont les seules 
qui soient gen6rales, car elles sont suffisanles dans le cas d'un 
solide invariable. Quant aux autres cas, ces equations, toujours 
necessaires, ne seront pas suffisantes, etilfaudra, apres s'^tre 
assure qu'elles sont verifi^es, rechercher quelles sont les nou- 
velles conditions introduites par la nature speciale du systeme 
dont on s'occupe. 

Les mouvements compatibles avec la solidite du systeme 
sont de trois sortes : i* un mouvement de translation dans 
une direction quelconque; 2° un mouvement de rotation 



(*) Voir Cinematiquey^. i[\i. 
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aulour d'un axe passant par un point quelconque; 3° un mou- 
vement compose des deux precedents, lequel se ram^ne, si 
Ton veut, h celui d'une vis dans son 6crou. 

i*> Mouvement de translation, — Considerons d'abord le 
mouvement de translation. Le travail d'une force F pour un 
deplacement ^s de son point d'application est 



Fa^cosFd^; 
done nous devons avoir 

(i) 2Fd^cosF65-r„o. 

Or, ^s est le m^me pour tons les points du sjst^jne, d'apres 
la definition du mouvement de translation; ce facteur est done 
commun k tous les termes de Tequation (i), et en le suppri- 
mant ii reste 

(2) ^FcOsFaizzzO, 

c'est-a-dire que la somme des projections des forces ext6- 
rieures dans une direction quelconque est nulle. 

2° Mous^ement de rotation, — Donnons actuellement au 
corps un deplacement angulaire $a autour d'un axe quel- 
conque. Le travail d'une force, dans ce mouvement de rota- 
tion, est egal au produit de 3a par le moment de la force pris 
par rapport ^ Taxe. Designons par la notation MF le moment 
de la force F par rapport k cet axe; le th^oreme du travail vir- 
tuel pourra s'ecrire dans ce cas 

^da.MFir-.o 

ou, en supprimant le facteur commun da, 

(3) ^W 



— o, 



c*est-^-dire que la somme des moments des forces exterieures 
autour d'un axe quelconque est nulle. 

3° Mouvement compose, — L'application du th6oreme du 
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travail virtuel au cas d'un mouvement compost ne nous 
apprendrait rien de nouveau. En effet, le travail de chaque 
force, pour un mouvement de ce genre, est la somme des tra- 
vaux qui correspondent aux mouvements composants. Par 
suite, la quantity qu'on devrait egaler a z6ro serait la somme 
de deux quantit^s nulles separement. 
Ainsi : 

THfiORfeHE GfiNfiRAL. — Quand un systeme materiel quelconque 
est en equilibre, sous V influence de forces exterieures et inte- 
rieures quelconques : 

I® La somme des projections des forces exterieures sur un 
axe quelconque est eg ale a zero; 

1^ La somme des moments de ces memes forces exterieures 
par rapport a un axe quelconque est egale d zero. 

Cherchons toutes les equations que peuvent fournir les deux 
parties de ce theoreme. 

i<* Equations derivees du mouvement de translation. — II 
est clair que si Ton ecrit que la somme des projections des 
forces exterieures est nuUe separement sur trois axes reclan- 
gulaires, cette somme sera egalement nulie pour une direc- 
tion quelconque, definie par les angles a, (3, y, qu'elle fait avec 
les axes coordonnes. En effet, la projection d'une force du 
systeme sur cette direction est, en appelant X, Y, Z les pro- 
jections respectives sur les trois axes, 

FcosA — Xcosa-h Ycos(3 -i-Zcosy; 

done la somme des projections des forces du systeme est, en 
mettantcosa, cos(3, cosy en facteurs, 

V F cosA = cosa Vx -h cos(3 V Y 4- cosy Vz, 

quantity qui sera toujours nulle si Ton a ^ la fois 



(,) 2^=°' 2^=**' 2^ 



= o. 



2° Equations derivees du mouvement de rotation, — De 
m^me, pour exprimer que la somme des moments des forces 
par rapport a un axe quelconque, passant en un point donne. 
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est nuUe, il suffit d'exprimer que cette somme est nulle pour 
trois axes rectangulaires qui se croisent sur ce point, ou qu'on 
a, en prenant nos notations liabituelles, 



(2) 2'^ = *'' 2M=:0, 2^ 



-no 



car le moment G d'une force par rapport k un axe qui fait avec 
les axes des angles a, (3, y est 

G = L cosa 4- M cos^ h- N cosy. 

Quant aux axes qui ne passent pas par notre origine, il est 
facile de voir que la somme des moments des forces par rap- 
port k ces axes est ^galement nulle, nos Equations (i) et (2) 
etant suppos^es satisfaites. En effet, nous aurons 6tabli cette 
proposition, si nous prouvons que la somme des travaux des 
forces est nulle pour un mouvement virtuel de rotation autour 
d'un pareil axe. Or, un mouvement quelconque d'un solide 
peut toujours 6tre d6compos6 en une rotation autour d'un axe 
passant en un point donne, et une translation dans une cer- 
taine direction; et les Equations (i) et (2) 6tablissent que 
la somme des travaux virluels des forces ext6rieures est nulle 
pour chacun de ces deux mouvements 61ementaires. 

Des six equations de Vequilibre, — On voit qu'en definitive 
le th^oreme du travail virtuel, appliqu6 k tons les d^place- 
ments compatibles avec i'hypothese de la parfaite rigidite du 
systeme auquel sont appliquees les forces que Ton considere, 
fournit six Equations distinctes seulement : 

2;f.=o. 

(IV) ; ^ 

2MoxF=o, 



2M»rF-o, 
2m.,F = o. 
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Ces 6quations portent le nom 6! equations generates de /V- 
quilihre; vraies pour un systdme quelconque, elles sent sufQ- 
santes pour Tequiiibre des solides invariables. 

Pour resumer cet important Ghapitre, nous rappellerons 
qu'il faut distinguer avec soin T^quilibre des forces qui sont 
directement appliqu^es a un m^me point materiel de T^qui- 
libre qui existe entre des forces appliqu^es \ certains points 
d'un system e. Dans ce dernier cas on doit dire que les forces 
extirieures se font equilibre en vertu de la constitution 
physique du corps auquel ces forces sont appliquees (* ). Mais 
on pourra dire aussi rigoureusement : Ces six equations de 
Vequilibre existent entre les forces exterieures seulement; et 
cela sans qu'il soit n^cessaire de se pr6occuper de la constitu- 
tion du corps soumis h Taction de ces forces. 

§ XI. — Cas particuliers des Equations de l'£quilibre. 

Les equations g6n6rales de T^quilibre se simpiifient dans 
quelques cas particuliers quand les forces appliquees au sys- 
teme consid6re satisfont a certaines conditions speciales. II 
arrive alors qu'un certain nombre des Equations qui doivent 
^tre v6rifi6es par ces forces sont satisfaites d'elles-memes 
identiquement, et le nombre de celles dont il y a r6ellement 
a s'occuper se trouve diminu6 d'autant. 

Les cas particuliers qu'il est interessant de consid6rer sont 
au nombre de trois seulement. 

Forces concour antes, 

II ne s'agit pas ici de forces appliquees a un meme pointy 
mais bien de forces dont les directions concourent. Par le 



(*) Les forces exterieures restant les m^mes, I'^quilibre serait rompu, si 
la constitution physique du systerae venait k changer; c'esl ce qui arrive, 
par exemple, aux tiges metalliques qui se brisent sous un effort beaucoup 
moindre que celui qu'elles ont longtemps supports, parce que la texture 
du m^tal s'est modifi^e. 

Quand des forces appliquees k un systeme quelconque se font equilibre, 
Teffet de ces forces est de tendre les liens du systeme, de d^velopper des forces 
int6rieures par Tinlerm^diaire desquelles I'^quilibre s'etablit, de mani^re 
que la r^sultante de toutes les forces appliquees k chaque point soit nulle. 

B. — II. 5 
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point commun k toutes ces directions, menons trois axes 
quelconques; les trois Equations des moments par rapport h 
ces axes sont satisfaites d'elles-m^mes; et il nous reste seu- 
lement pour Tequiiibre les trois conditions 

(V) { 2Fr = o, 

On sait d'ailleurs par la theorie g6nerale que les six equa- 
tions de r^quilibre, 6tant ainsi v6rifi6es pour un syst^me 
d'axes particulier, le sont egalement pour tous les autres sys- 
temes. 

Forces situees dans un meme plan, 

Prenons le plan qui contient toutes les forces pour plan 
des xy^ Taxe des z passant par un point quelconque de ce 
plan. 

Les Equations 

2f, = o, 2^0-^=^ 2**orFz=.o 

sont satisfaites d'elles-mSmes, puisque les forces sont toutes 
situees dans un plan perpendi.culaire k Taxe des z, et que ce 
plan contient k la fois Taxe des x et I'axe des /. On a done 
seulement trois Equations d'equilibre 



2^. 



= o, 



(VI) {2^^=^' ' 

2Mo.F = o. 



Forces par alleles, 

Prenons Taxe des z parall^le k la direction commune des 
forces ; il est clair que chacune de celles-ci aura une projection 
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nuUe sur les axesO^ et O/^et un moment nul par rapport h 
I'axe Oz; il sulTira done pour I'equilibre qu'on ait 
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CHAPITRE IV. 

fiQUIUBRE DES SOUDES INVARIABLES. 



§ XII. — DeS forges £QI]IYALENTES. 

Le caractere des six Equations de Tequilibre, ainsi que nous 
Tavons dit, c*est que ces equations, necessaires el suffisantes 
pour le cas hypoth^tique d'un solide absolument invariable 
de forme, ont lieu pour un syst^me quelconque; de sorte 
que, pour se rendre un compte exact des conditions de T^qui- 
libre d*un syst^me materiel, il y a en general deux choses h 
faire : 

i*» Verifier si les six Equations generates sont satisfaites; 

2<> Rechercher les conditions sp6ciales au cas dont on s'oc- 
cupe, qui derivent de la nature physique des corps soumis 
aux forces consid6r6es, et des liaisons qui existent entre ces 
corps. 

Cela pos6, il est evident que, au point de vue de la verifica- 
tion des six equations de Vequilibrey on aura le droit de rem- 
placer un groupe de forces F par un autre groupe F^ pourvu 
que les forces F' jouent, dans les Equations (IV), identique- 
ment le m^me r61e que les forces F. 11 faut et il suffit pour 
cela que les forces F etF' aient les m^mes sommes de projec- 
tions sur trois axes rectangulaires, et les m^mes sommes de 
moments par rapport a ces m^mes axes. 

Deux groupes de forces jouissant de cette propri6t6 sont 
dits equivalents; et il resulte de ce qui precede que les equa- 
tions necessaires et suffisantes pour T^quivalence de deux 
systemes de forces sont au nombre de six, comme les equa- 
tions g6n6rales de T^quilibre. 
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Nous ecrirons ces equations sous la forme 



% 



2Mo.F=:2MozF(«). 

L'6change d'un groupe de forces par un groupe equivalent 
amene g^neralement la rupture de T^quilibre, h moins que le 
corps auquel ces forces sont appliqu^es ne soit un solide inva- 
riable ; et, m6me dans ce cas, cette substitution modifie r6qui- 
libre int^rieur du solide, les tensions des liens, de sorte que, 
pour la determination de ces quantites, il faudra conserver les 
forces telles qu'elles sont immediatement donn6es. Notre 
definition de r^quivalence est uniquement relative aux six 
Equations de Tequilibre. 

La notion de Tequivalence des forces permet de r6duire ^ 
des systemes plus simples des forces dispos6es d'une mani^re 
quelconque aux divers points d'un solide invariable. Cette 
Iheorie constitue un Chapitre tr^s important de la Slalique. 



Besultante d^un systeme de forces concour antes. 

Des forces en nombre quelconque, appliqu6es k uu tueta 
point materiel, sont ^quivalenles k leur r6sultatite. ^*^ ^ 
mfeme dans ce cas Equivalence physique compl^^®» ^^^♦^.t^^r 
lemps qu'^qui valence g6ometrique; et I'on peut; 



saxia aUetet 



(*) II r^sulte de ces Equations qu'on obtient T^quilibre <1*^^ ^^^ 

Ume de forces on ajoute un systeme Equivalent pris en s^"^^ ^W 
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en rien T^lat d'un corps en ^quilibre, remplacer par leur 
r^sultante des forces appliqu^es en un m6me point de ce 
corps. 

Si nous consid^rons des forces dont les directions con- 
courent en un point 0, mais dont les points d'application ne 
sont pas les m^mes, une force appliquee au point 0, ayant 
pour projections sur trois axes conduits par ce point les 
sommes des projections des forces concourantes donn6es, est, 
d'apres notre definition, equivalente h celles-ci. On lui donne 
le nom de resultante (*), bien qu'il puisse y avoir absurdity, 
dans certains cas, a demander de la substituer aux premieres, 
m^me dans le cas ou il s'agit d'un solide invariable, le point 
pouvant fort bien ^tre en dehors du solide. 

11 suffit pourtant qu*il y ait un point du solide sur la direc- 
tion de cette force, pour qu'on puisse la substituer k ses com- 
posantes sans alt^rer T^quilibre; et, en gen6ral, une force y 
appliquee a un point d'un solide invariable en equilibre,peut 
itre supposee appliquee en un point quelconque pris sur sa 
direction, pourvu que ce point soit invariab lenient lie au 
solide ('). 

Cette proposition est evidente par elle-m6me ; et on la pose 
souvent comme une espece d'axiome, tout au commencement 
de la Statique. Cette maniere de proceder presente un certain 
inconvenient, car on s'habitue a faire abstraction du point 
d'application des forces, et k les consid^rer comme agissant 
indifferemment sur un point quelconque de leur direction. Or 
ceci est physiquement faux, et le d^placement du point d'ap- 

(*) Toutes les fois qu'il existe une force unique Equivalente k un groupe 
quelconque de forces, on donne k cette fofce unique le nom de resultante. 
II est juste de dire que cette acception du mot de resultante est la premiere 
qui ait Ete introduite dans la Science, et que la signification g^om^trique 
que nous donnons k ce mot, dans cet Ouvrage, est beaucoup plus recente. 

(') Quand on transporte une force du point A au point B {fig. i3), on 
change I'Elat du solide, puisqu*on introduit une traction qui s'exerce sur la 
ligne AB. II faut done, pour que la substitution soit physiquement possible, 
que la nature du corps lui permette de r^sister k la traction dont nous par- 
Ions. C'est ce qui arrivera, par exemple, si les deux points A et B sont li^s 
par un cordon; mais, dans cette hypoth^se, on ne pourrait pas transporter 
de la m^me maniere une force dont le sens serait oppose k celui de la 
force P: 
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plication d'une force change Tequilibre inl6rieur du corps. 
Quant aux forces fictives telles que les resultanles, etc., il est 
tout k fait rigoureux de dire qu'un point quelconque de leur 
direction peut toe pris pour leur point d'application, car ces 
forces n'entrent jamais en ligne de compte, quand il s'agitde 
r^quilibre interieur d'un corps. 

• 

Resultante d'un systeme de forces par alleles. 

Des forces paralleles disposees d'une maniere quelconque 
sont gen^ralement susceptibles d'etre remplacees par une 
force unique, laquelle regoit, ainsi que nous Tavons dit, le 
nom de resultante. 

Pour 6tablir cette proposition, consid6rons d'abord {fig. i4) 
deux forces P, Q, de meme sens, et appliquees, la premiere 
en A, la seconde en B. Proposons-nous de trouver une troi- 
sieme force qui soit equivalente a leur ensemble. La projec- 
tion de cette force sur un axe quelconque doit toe 6gale k la 
somme des projections des deux premieres. Or, si Ton prend 
pour axe de projection un axe perpendiCulaire a la direction 
commune des deux forces, la somme de leurs projections est 
nulle, et il doit en toe de m^me de celle de leur resultante; 
done cette resultante doit ^tre parallele k ses composantes. 
Au contraire, la somme des projections sur un axe paralldle 
k AP est P 4- Q ; done Tintensile de la resultante est egale a 
P -h Q. II faut enfin que la somme des moments des compo- 
santes, par rapport a un axe perpendiculaire a- leur plan, soit 
6gale au moment de la resultante. Faisons passer cet axe par 
un point de la resultante inconnue, le moment de la resul- 
tante sera nul; done la somme algebrique des moments des 
deux composantes doit etre nulle egalement. II resulte de la 
que le point doit etre situe entre les forces; et si/? et ^ sont 
ses distances respectives aux forces P et Q, on doit avoir 

Done : 

THfioR^ME. — Deux forces paralleles et de meme sens ont une 
resultante qui leur est parallele et dirigee dans le meme sens. 



72 PREMIERE SECTION. — STATIQUE. 

Cette resultante est egale a leur somme et partage la ligne 
qui joint les points d' application de ces forces en parties in- 
s^ersement proportionnelles a leurs grandeurs V et Q, 

Cette derniere partie est evidente, car on a 

GA _p_ 
CB ""^~ P' 

Le m^me raisonnement s'applique dans le cas otiles forces 
sontdirigees en sens contraire Tune de Tautre {fig. i5). 

TflfiORJ^ME. — Deux forces par alleles et de sens contr aires 
ont une resultante qui leur est parallele et egale a leur diffe- 
rence, Elle agit dans le sens de la plus grandcy et ses distances 
aux deux composantes sont dans le rapport inverse de ces 
forces (*). 

CoROLLAiRE. — Un nombre quclconquc de forces paralleles 
disposees comme on voudra, de mSme sens ou de sens differentSy 
appliquees a differents points d'un solide invariable^ admet- 
tent toujours une resultante unique, 

 

D^signant par R la grandeur de cette resultante, par x^ eXy^ 
les coordonn^es du point ou elle perce un plan perpendicu- 
laire ^ la direction des composantes, plan pris pour celui des 
xy, on a, pour determiner ces trois inconnues, les Equations 

2 F = R, 

2F/ = R7i, 

La resultante d*un syst^me de forces paralleles jouit de pro- 

(*) II r^sulte de ce qui precede que des forces agissant dans un m6me 
plan sur un solide invariable sont toujours susceptibles d'etre remplac^es 
par une force unique, sauf le cas d*exception qui sera indiqu6 plus has. 

En eflet, deux de ces forces, prises au hasard, sont paralleles ou concou- 
rantes : dans les deux cas on sait en trouver la resultante. En operant ainsi 
de proche en proche, on obtiendra la resultante definitive du systdme. Si 
cette resultante est nulle, les forces donn^es se font equilibre. 
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prietes fort int^ressantes, sur lesquelles nous insisterons plus 
lard. 

Cas d' exception. — II existe un cas singulier dans lequel 
les r^sultats pr6c6dents se trouvent en defaut, et ou il n'est 
pas possible de determiner une force unique capable de rem- 
placer des forces paralleles donnees. 

Distinguons ces forces en deux groupes comprenant : le pre- 
mier, toutes celles qui agissent dans un certain sens; le 
deuxieme, toutes celles qui agissent dans le sens oppose. 
SoientP la resultante des forces du premier groupe {fig^ i5), 
Q celle des forces du second. 

D'apres ce que nous avons vu, les deux forces P et Q, qui 
sont ^quivalentes^ toutes les forces donnees, admettent elles- 
m^mes une resultante dont Tintensit^ est representee par 

P-Q, 

et dont la distance k la force P a pour expression, a etant la 

distance de P a Q, 

Q 

Si la difference P — Q est tres petite, Tintensite de la resul- 
tante est elle-m^me fort petite, et en m^me temps sa distance 
a Tune ou k Tautre de ses composantes grandit, et pent m^me 
depasser telle longueur finie que Ton voudra. A la limite, si 
Ton fait P = Q, on trouve pour cette resultante une force 
mille, appliqu6e k Tinfini, ce qui n'a plus de sens. 

Ce cas d'exception est tout ^ fait Tanalogue de celui qui 
s*est deja presente en Cinematique, ^ propos de la composi- 
tion des rotations. La theorie gen^rale ne nous apprend plus 
alors qu'une chose, c'est que, dans ce cas singulier, il n'y a 
plus de resultante unique, c'est-a-dire que deux forces 6gales 
paralleles, de sens contraire, mais non directement opposees, 
constituent un systeme sui generis^ qui n'est pas susceptible 
d'etre tenu en equilibre par une simple force. C'est le plus 
simple des systemes non reductibles a une force unique. 

Un pareil systeme porte le nom de couple (*). La consid6- 

(*) C'est par analogic avec les couples de forces que nous avons appel6 
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ration des couples qui s'introduisent ainsi comme un cas sin- 
gulier joue un grand r6ie dans la theorie de la reduction des 
forces appliqu6es a un solide invariable, comme nous allons 
le montrer d'apres Poinsot. 

§ XIII. — Th£orie des couples. 

Definition. — Pour abr^ger le discours, nous appellerons 
couple Tensemble de deux forces egales, paralleles et con- 
traires, mais non appliquees au m6me point. 

Nous n'avons pas k nous inqui^ter pour le moment de ce 
que pent ^tre Taction de ces forces sur le corps auquel elles 
sont appliquees (*); nous savons seulement que, quelle que 
soit cette action, elle n'est pas de nature \ ^tre contre-balancee 
par celle d'aucune simple force, appliqu6e comme on voudra 
au m^me corps, et que, par consequent, Teffort d'un couple 
ne pent 6tre compar6 d'aucune maniere a celui d'une simple 
force. 

L'idee de couple ne doit pas 6tre separee (du moinj a Ten- 
droit ou en est actuellement notre exposition de la M6canique 
rationnelle) de celle d'un corps solide en equilibre auquel 
le couple est applique. L'effet d'un couple, si Ton pent s'ex- 
primer ainsi, c'est de tenir une certaine place dans les six 
equations de Fequilibre. 

Considerons done Tensemblede deux forces qui constituent 

ce que nous nommons, pour abr6ger, un couple^ etcherchons 

• 

en Cin6matique couple de rotations rensemble de deux rotations qui ne 
peuvent pas se remplacer par une rotation unique. 

(*) On s' expose aux plus grandes erreurs quand on veut chercher k se 
rendre compte de Telfet d'un couple appliqu^ k un solide libre. La deter- 
mination de cet effet est un probleme important de Dynamique, que nous 
verrons en temps et lieu. 

Les commen9ants sont assez generalement port^s k associer, sans trop 
savoir pourquoi, I'id^e de force k celle de translation, et Tid^e de couple a 
celle de rotation, et k se representer en consequence I'effet d'un couple 
comme ^tant de faire tourner le solide auquel ii est appliqu6 autour d'une 
perpendiculaire a son plan. Rien n'est plus faux que ces id^es. Ainsi tout 
le monde sait qu'au jeu de billard une simple force appliqu^e k une bille 
produit k la fois un mouvement de translation et un mouvement de rota- 
tion. 
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quels »ont les termes qui leur correspondent dans les six Equa- 
tions de r^quilibre, ecrites par rapport a trois axes rectangu- 
laires quelconques; et supposons d'abord que deux de ces 
axes aient 6t6 pris paralleies au plan du couple, le troisidme 
Etant dirige perpendiculairement au plan. 

II est d'abord Evident que la somme des projections des 
deux forces sur chacun des axes coordonnEs est nulle, et que 
la mEme chose a lieu relativement k une droite quelconque. 

En deuxieme lieu, la somipe des moments des deux m^mes 
forces autour d'une droite quelconque, parallele h leur plan, 
est egalement nulle. En eflfet, le moment d'une force par rap- 
port h une droite s'obtient en projetant la force sur un plan 
perpendiculaire h la droite, etfaisant le produit de la projec- 
tion ainsi obtenue par sa distance au point suivant lequel se 
projette tout entiere la droite ou axe par rapport auquel on 
cherche le moment. 

Or, pour un axe parallEle au plan d'un couple, le plan de 
projection dont il est question dans la definition precEdente 
est perpendiculaire au plan du couple; les deux forces de ce 
couple se projettent done sur la mEme droite, et les deux 
projections occupent sur cette droite des longueurs 6gales, 
mais comptees dans un sens different. Les moments de ces 
deux forces sont done Egaux en valeur absolue et de signes 
contraires, c'est-a-dire que leur somme alg^brique est identi- 
quement nulle. 

Gonsiderons enfin Taxe perpendiculaire au plan du couple, 
et supposons d'abord que sa projection sur ce plan {Jig. 16) 
laisse les deux forces P, Pj d'un m^me c6te. Soient p la dis- 
tance du point a la force AP, a la distance des droites AP, 
AiPj. 

La somme algebrique des moments des deux forces est 

Pi(«-i-/?)-P/>, 

c*est-a-dire simplement 

Pa, 

puisque Pi est egal a P. Cette quantite Pa est independante 
de la position du point dans le plan des deux forces. 
Si la projection de Taxe tombait en un point 0', silue entre 
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les deux lignes AP, AjP,, on aurait de m^me pour la somme 
des moments des deux forces, en appelant p' la distance du 
point 0' h la force AP, 

P/?V4-P(a— jo') = Pa; 

done : 

THfiOR^siE I. — La somme des m^oments des deux forces d 'un 
couple, par rapport a un axe quelconque perpendiculaire h 
leur plan, est constante. 

Cette somme constante est representee num^riquementpar 
le produit Pa, quantity qu'on d6signe, pour abr^ger, sous le 
nom de m^oment du couple. La longueur a s'appelle le brasde 
levier du couple, et Ton voit que : 

Le moment d*un couple est le produit de sa force par son 
brasde les^'ier, 

Ce produit doit 6tre alFecte d'un signe convenable, selon 
que la somme des moments des deux forces, ^ laquelle il est 
equivalent, est positive ou negative. On figure ordinairement 
{fig, 17) un couple en supposant les deux forces appliqu6es 
aux extr6mit6s du bras de levier, ce qui est toujours permis; 
et Ton trouve facilement le signe du moment du couple, en 
consid6rant le bras de levier comme une barre rigide dont le 
milieu serait fixe; le moment est positif si le couple tend k 
faire.tourner son bras de levier dans le sens positif, il estn^- 
gatif dansle sens contraire. 

J'ai d^jk fait observer, dans un grand nombre de cas analo- 
gues, qu'aucun des facte ursdu produit Pa ne comporte apro- 
prementparler de signe : il faut prendre ces facteurs en valeur 
absolue, et afFecter le produit du signe convenable. Pourtant, 
si Tune des quantit6s P ou a dependait d*une grandeur varia- 
ble, il pourrait arriver que ce facteur changekt de signe et fit 
ainsi changer le signe du moment determine pour certains 
sens de la force P et de la ligne a. L*Algebre presente beau- 
coup d'exemples de faits de ce genre. 

Equivalence des couples, — Pour que deux couples soient 
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equivalcDts, il faut et il suffit, d'apres ce qui vient d'etre 
^tabli : 

I*" Que les plans des deux couples soieutparalleles; 

2*» Que leurs momeuts soienl 6gaux ; 

3*> Enfiu que les deux couples tendeut a faire tourner leurs 
bras de levier respeclifs dans le m6me sens. 

On d^duit de la la propri^te fondamentale des couples de 
forces, laquelle s'enonce habituellement de la maniere sui- 
vante : 

Th£or^e II. — On pent, sans changer Veffet d'un couple 
applique dun corps solide en equilibre, le transporter dans son 
plan ou dans tout autre plan parallele, le tourner comme on 
voudra dans ces divers plans ^ et mime changer d volonte sa 
force ou son bras de levier y pourvu que le moment Pa con- 
serve toujours la mSme valeur^ et que les couples qu*on sub^ 
stitue ainsi Vun a Vautre soient de meme sens. 

Axe d'un couple, — II suit de Ik qu'un couple est donn6, 
c'est-k-dire qu*on a tout ce qu'on a besoin de connaitre, rela- 
tivement k Venergie du couple et k sa position dans Tespace, 
quand on connait la direction de son plan, la grandeur de son 
moment, et enfin le sens de ce moment. 

En consequence, on represente un couple par une simple 
droite, qu'on appelle Vaxe du couple. On prend cetle droite 
perpendiculaire au plan du couple, on lui donne une longueur 
proportionnelle a son moment; enfin on est convenu d'affecter 
k cette longueur un sens tel qu'un observateur plac6 suivant 
cet axe, les pieds k Torigine, voie le couple tendre k faire 
tourner son bras de levier, suppos6 fix6 par son milieu, dans 
le sens que nous avons adopts pour sens positif. 

On voit que Taxe d'un couple n'occupe pas une position 
determin^e dans I'espace; on peut toujours le faire passer par 
un point pris arbitrairement d'une maniere quelconque. 

Projection des couples, — II nous reste encore k donner 
Texpression de la somme des moments des forces d'un cou- 
ple G {fig' 18), par rapport a un axe quelconque 0^. Pour 
cela, projetons ces forces sur un plan perpendiculaire k cet 
axe : on obtient ainsi un nouveau couple G', et il est clair que 
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le moment de ce couple repr6sente pr6cis6ment la somme 
cherch6e. 

Cela pose, remarquons que le moment d'un couple pent 
6tre repr6sent6 par la surface du parall^logramme dont les 
forces sont les c6t6s opposes. Or Taire du parall^logramme 
qui donne le moment de G' est le produit de Taire du paralle- 
logramme (G) par le cosinus de Tangle i form6 par le plan du 
couple avec le plan de projection; done on a 

G'=Gcosf. 

Soit A^ Taxe du couple G : on pent aussi prendre pour cet 
axe la ligne egale et parall^le O^i qui passe par un point 
de 0^, et il resulte de Tequation precedente que Taxe du 
couple G' est la projection de O^i sur Oz; done : 

Tufoji^aiE III. — La somme des moments des forces d*un 
couple par rapport a une droite quelconque est la projection 
de Vaxe du couple sur cette droite. 

On voit que les moments des couples se representent et se 
projettent absolument comme ceux des simples forces, avec 
cette difference toutefois que, dans le cas d'un couple, il n'y 
a qu'^ s'inquieter de la direction de Taxe par rapport auquel 
on considere les moments, et nullement de sa position dans 
Tespace. 

Composition des couples. 

On n'a pu s'empecher de remarquer d^s a present Tana- 
logie, ou plut6t I'identite parfaite qui existe, au point de vue 
de la forme mathematique, entre les theoremes de la Cine- 
matique et ceux de la Statique. Cette identite est d'autant 
plus curieuse que ces deux Sciences se rapportent k deux 
ordres dldees absolument et essentiellement differents. 

Ainsi les regies relatives k la composition des rotations se 
retrouvent ici comme presidant k la composition des forces. 
Les deux theories nous presentent le meme cas singulier; et 
nous allons voir, pour continuer Fanalogie, que les couples 
de forces se composent comme des couples de rotation, c'est- 
k-dire comme des translations. 
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Composition des couples paralleles. — Rien n'emp^che de 
s'arranger de faQon que les forces P et Q des deux couples 
soient paralleles, et que leurs bras de levier soient ^gaux. 
Alors, si Ton fait coYncider les deux bras de levier, on a, a 
chacune des extr6mit6s de cette ligne, deux forces dont les 
directions se confondent, et qu'on pent par consequent rem- 
placer par une force unique dont Tintensite est la somme 
alg6brique des intensit6s des forces des deux couples. Ces 
deux r^sultantes forment un couple equivalent a Tensemble 
des deux couples donn6s, et le moment 

a(P+Q) 

de ce couple est la somme des moments des couples compo- 
sants. Done : 

Th£or£he IV. — Deux couples situes dans deux plans pa- 
ralleles sont equivalents a un couple unique dont le moment 
a pour valeur la somme algebrique des moments des couples 
composants, 

Ce resultat s'6nonce plus simplement en disant que Vaxe 
du couple resultant est la somme des axes des couples compo^ 
sants. 

Composition des couples quelconques. — Soit maintenant k 
composer deux couples quelconques {Jig. 19). Soit AG Tin- 
tersection des plans de ces couples. Prenons sur cette inter- 
section une longueur AB pour bras de levier commun aux 
deux couples. 

A chacune des deux extremit6s du bras de levier, j'ai deux 
forces P, Q que je compose par la r^gle du parall61ogramme. 
J'obtiens ainsi deux forces 6gales et contraires qui constituent 
un couple Equivalent aux deux couples proposes. Done, deux 
couples, situes comme on voudra dans deux plans qui se cou- 
pent sous un angle quelconque, se composent toujours en un 
seul, dont le plan passe par V intersection des plans des deux 
premiers couples ^ et par la diagonale du par allelo gramme 
construit sur les forces qui constituent ces couples. 

11 est tr^s facile de d6montrer que Taxe du couple resultant 
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est la diagonale du parallelogramme construit sur les axes des 
couples composants. 

En eflfet, le plan PQ pent 6tre regard^ comme etant per- 
pendiculaire k Fintersection AG, puisqu'on a le droit de tour- 
ner comme on veut des couples dans leur plan. Faisons une 
projection sur ce plan (Jig. 20). Nous avons un parallelo- 
gramme dont les c6tes sent P et Q, et dont la diagonale est 
la resultante R. Pour avoir I'axe du couple P, il faut prendre 
sur une perpendiculaire a P une longueur AL proportionnelle 
a P ; Taxe du couple Q et Taxe du couple resultant R s*obtien- 
nent de m6me en portant sur des perpendiculaires a Q et a R 
des longueurs AM, AN, respectivement proportionnelles aux 
forces Q et R. Done la figure ALNM est un parallelogramme 
dont AN est la diagonale, et par suite : 

Th£orM£ V. — Si deux couples sont representes pour leurs 
axes et pour leurs grandeurs par les deux cdtes d^un paral- 
lelogramme y ces deux couples se composent en un seul, repre- 
sente pour son axe et pour sa grandeur par la diagonale de 
ce parallelogramme. 

Ayant demontre, comme nous venons de le faire, la regie 
du parallelogramme des axes, on en deduit immediatement 
celles du parallelepipede et du polygene des axes pour la 
composition d'un nombre quelconque de couples, ainsi que 
la decomposition d'un couple en trois autres ayant pour axes 
trois directions rectangulaires. 



Utilite des couples pour la composition des forces disposees 
d'une maniere quelconque dans Vespace, 

De meme qu'en Cinematique les couples de rotation nous 
ont 6te d'une grande utilite pour la reduction des mouve- 
ments k leurs elements les plus simples, de m^me en Statique 
les couples vont nous permettre de r^duire au plus petit 
nombre possible un systeme quelconque de forces agissant 
sur un corps solide. Voici comment la theorie des couples 
rend cette reduction facile et elegante. 
* Une force F 6tant appliquee en un point A d'un corps ou 
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systeme solide quelconque (fig. 21), si Ton prend un autre 
point quelconque dans ce corps (ou au dehors, pourvu 
qu*on Vy suppose invariablement attache), et qu*on applique 
a ce nouveau point deux forces contraires, ^gales et paralleles 
a la premiere, il est clair que T^tat du corps ne sera pas 
change. Mais on pourra considerer actuellement, au lieu de 
la simple force proposee : 

I® Une force parfaitementegale, parallele et de m^me sens, 
appliqu6e au nouveau point O; 

2® Un couple forme par les deux forces paralleles restantes* 
Si, pour plus de clart6, on iransporte ce couple ailleurs, dans 
un plan quelconque parallele au sien, ce qui est permis, il ne 
restera au point dont il s'agit qu'une force parfaitement 6gale 
et parallele a la force primitive, laquelle n'est en quelque 
sorte que cette m^me force, qu'on y aurait transportee paral- 
leiement k elle-m^me. 

On pent done dire : 

THiSoRfeMB VI. — Une force F, appliquee en un point A d'un 
solide invariable^ peut itre transportee parallelement d elle- 
mime en un autre point du menie solide, pourvu qu*on 
adjoigne d cette force ainsi transportee un couple situe dans 
un plan parallele au plan FOA et ay ant pour moment le pro^ 
duit de la force F par la distance du point d la direction 
de cette force. 

Considerons maintenant un systeme quelconque cfe forces, 
appliqu6es h un solide invariable, et transportons toules ces 
forces en un m^me point 0. Nous remplacerons ainsi le sys- 
teme des forces donn^es par un systeme de forces egales et 
paralleles aux premieres, et appliqu^es en un point du solide 
pris k volonte, systeme auquel il faudra joindre un nombre de 
couples ^gal au nombre des forces transportees. 

Or, toutes.les forces appliqu6es au point O se composent 
en une seule R; tons les couples peuvent de m^me 6tre rem- 
plac^s par un couple unique G; done : 

TflfOR^HB VII. — Un systeme de forces quelconque, appli- 
que d un solide invariable, peut toujours etre remplace, et 
B. — II. 6 
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d*une infinite de manieres, par une force unique et un couple 
unique. 

La force R s'appelle la resultante de translation. La gran- 
deur, la direction et le sens de cette force restent les m^mes, 
quel que soit le point pris pour origine. Ses composantes sui- 
vant trois axes rectangulaires conduits par cette origine sont : 






et Ton a, pour determiner sa grandeur et les angles a, p, y 
qu'ellefait avec les trois axes, les relations 

Rcosa — X, Rcosp = Y, Rcosy = Z, 

R«i=X'-i-Y»4-Z'. 

Quant au couple resultant, il change ^videmment avec Fo- 
rigine. Les moments L, M,N des projections de ce couple sur 
les Irois plans coordonn6s, c'est-a-dire la projection de i'axe 
du couple sur les trois axes, sont, d'apres les propri6t6s des 
systemes equivalents, 6gaux aux sommes des moments des 
forces par rapport aux m^mes axes. On a done 



M.-.-2MorF, 



d'oii, en designant par G Taxe du couple, par X, /x, v les angles 
de cet axe avec les axes coordonn^s, 

GcosX~L, GcosfxzizM, Gcosv~N, 

G2-^-L«-f-M*H-N*. 

Axe du moment maximum,, — Ce couple G, projet6 sur un 
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plan qui forme avec le sien un angle 0, est 6gal k Gcos0; il 
suit de 1^ que : 

Th£or£me VIII. — De tous les axes qui passent par une 
mSme origine, Vaxe du couple resultant est celui par rapport 
auquel la somme des moments des forces est la plus grande. 

Th£or£m£ IX. — La som,m,e des moments est la m,Sme par 
rapport a tous les axes qui font un m,eme angle avec celui du 
plus grand moment, ou qui forment une surface conique de- 
crite autourde lui sous cet angle, 

Tq£or&me X. — La somme des moments est nulle par rap- 
port a tous ceux qui font avec cet axe un angle droit, ou qui 
forment un plan perpendiculaire a sa direction » 

Axe central. — Nous avons dit que si Ton change Torigine, 
la grandeur du couple resultant varie, en m6me temps que 
son axe (c'est-k-dire Taxe du moment maximum des forces) 
s'incline sur sa position primitive. 

Cherchons les lois de cette double variation. 

Au point ou nous en sommes, Tanalogie entreles th6oremes 
de la Cinematique et ceux de la Statique est si parfaite que 
Ton peut, presque sans nouvelle demonstration, conclure que, 
parmi toutes les manieres dont on peut reduire les forces agis- 
sant sur un corps solide a un couple et une force uniques, il 
en est une plus simple que toutes les autres, et dans laquelle 
Taxe du couple se confond avec la direction de la resultante 
de translation. G'est ce que nous demontrerons d'ailleurs fa- 
cilement par une marche toute pareille a celle que nous avons 
suivie en Cin6matique. 

En effet, tout 6tant dejk reduit a la seule force R et au seul 
couple G, par rapport a un point connu A (y?^. 22), imaginons 
qu'on decompose le couple G en deux autres. Tun Gcosi, 
perpendiculaire a la direction de la resultante de translation, 
Tautre G sini, dont le plan passe par cette direction AR. 

Si dans ce plan, ou se trouvent a la fois le couple G sin i et la 
force R, on transporte la force parallelement a elle-m6me de A 
en 0, d'un tel c6le et a une telle distance x que le couple Ro?, 
ne de cette translation, soil egal et contraire au couple G sint 
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et le d^lruise, il ne reslera plus que la seule force R appli- 
qu6e au nouveau point 0, avec le seul couple G cost, qui est 
dans un plan perpendiculaire k la direction de cette force. 
Done : 

TiifeontME XI. — Tant de forces qu'on voudra sont loujours 
reductibles a une seule force et a un seul couplCy dont le plan 
est perpendiculaire a la direction de la force. 

Le couple qui jouit de cette propri^te, d'avoir son axe pa- 
rallele a la direction bien determinee de la r^sultante de trans- 
lation, est un minimum par rapport aux couples resultants 
qui se rapportent k une origine quelconque. En eflfet, le trans- 
port de la r^sultante, du point en un point arbitraire A, 
donnera lieu ^ un couple dont le plan contiendra la direc- 
tion OR, et dont Taxe sera par consequent perpendiculaire ^ 
Taxe du couple que nous consid^rons : or la r6sultante de 
deux droites rectangulaires est plus grande que Tune et Tautre 
de ces droites. Done le couple dont Faxe est dirige suivant la 
ligne OR est un minimum. 

Ceci d^montre qu'il n'y a qu*une seule maniere de r^duire 
les forces a un systeme tel que celui que nous venons de d6- 
finir. 

Soit g le moment du couple minimum, nous avons trouve 

^ = G cos J, 

G 6tant le moment du couple r6sultant relatif a une origine 
quelconque, et i I'inclinaison de Taxe de ce couple sur la re- 
sultante de translation. Gomme la valeur de g est indepen- 
dante de Torigine A, de laquelle nous sommes partis pour faire 
notre demonstration, on voit que : 

La projection^ sur la direction de la resultante de transla- 
tion^ de Vaxe du couple resultant relatif a une origine quel- 
conquCy est constants 

On a d'ailleurs, si Ton se reporte aux expressions des cosi- 
nus des angles faits avec trois axes fixes quelconques par la 
resultante de translation et I'axe du couple resultant relatif^ 
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Torigine de ces Irois axes, 

LX-i-MY-hNZ 

COS«= gg > 

d'ou Ton tire 

LX-4-MY-f-NZ 
Gcosi = ^=i , 

quantity conslante quelle que soil rorigine choisie. 

II exjste done loujoursun axe, dontla direction est cellede 
la resultante de translation, jouissant, comme on voit, de la 
propri^t^ que la somme des moments par rapport k cet axe 
est a la fois un maximum relativement aux axes qui se croi- 
sent en Tun quelconque de ses points, et un minimum relati- 
vement a ceux qui donnent les moments maxima relatifs aux 
autres points de Tespace. Cet axe s'appelle Vaxe central des 
moments du syst^me de forces (Poinsot) : c'est I'analogue de 
Vaxe spontanS glissant de la Cin^matique. 

La denomination &*axe central se trouvera pleinement jus- 
tifiee si Ton observe qu'k des distances egales de cette droite 
les couples resultants ont des valeurs egales et que leurs axes 
sont egalement inclines sur cet axe OR. 

En effet, de quelque c6t6 qu'on transporte la resultante Ra 
une distance x de I'axe central, on trouvera toujours Taxe du 
couple resultant en composant le couple g avec le couple per- 
pendiculaire R^, n^ du transport de la force R. On voit done 
qu'en s*eloignant de cet axe on trouvera des couples toujours 
plus grands et croissant sans limite ; mais chacun d*eux, estime 
suivant la direction constante de la resultante de translation, 
donne une projection 6gale au couple minimum g. 

Remarquons pourtant que, quand la resultante de transla- 
tion est nuUe, les couples resultants sont les m^mes pour 
tons les lieux de I'espace, et que leurs axes sont tons paral- 
leles. 

En ecartant ce cas, les axes de divers couples resultants se 
classent autour de I'axe central en diverses surfaces d'hyper- 
boloides de revolution, dont cette ligne est Taxe, et qui peu- 
vent chacune occuper diverses positions en glissant le long de 
cet axe. 
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Pour tous les axes qui forment la surface d'un m^me hyper- 
boloide, ou de tous les hyperboloides egaux que nous avons 
definis, les moments maxima ont la meme valeur, et ils varient 
d'une serie a une autre, suivanl les lois que nous avons don- 
nees ci-dessus. 

Des conditions de Vequilibre. 

Nous avons vu comment on peut, d'une infinite de ma- 
nieres, remplacer par une force et un couple des forces en 
nombre quelconque, appliquees k un solide invariable. Cela 
pose, comme une force ne saurait, dans aucun cas, faire equi- 
libre k un couple, il est necessaire, et aussi suffisant, pour 
Tequilibre, qu'en prenant pour origine un point quelconque 
et y transportanttoutes les forces du systeme, la r^sultante R 
de toutes ces forces transport6es soit nulle, et que le couple 
resultant G de tous les couples provenant de ces translations 
soit aussi nul. 

Or, les equations qui expriment que la resultante de trans- 
lation est nulle sont 

X==0, Y=::0, Z=:0. 

Pour le couple resultant, on a les equations analogues 

L:=::0, M == O, N = O, 

necessaires et suffisantes pour que le couple resultant soit nul. 
Nous retombons ainsi sur nos six equations de Tequilibre, et 
nous les retrouvons sous la forme meme qui nous a servi de 
point de depart. 

Reduction des forces a deux equivalentes, 

PlaQons-nous ^ une origine quelconque {fig, 28), trans- 
portons-y la resultante de translation R, et arrangeons-nous 
de mani^re que Tune des forces P du couple resultant G passe 
6galement par le point 0, ce qui est toujours possible d*une 
infinite de fagons. Je puis composer les deux forces P et R en 
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uneseule R|, et il nous restera simplement, oulre cetle force, 
la deuxieme force du couple que je designerai par Rj. Done : 

Tb£or^e. — Un systeme quelconque de forces appUquees a 
un corps solide peut toujours se reduire a deux forces, dont 
V une passe par un point pris d volonte dans le corps. 

Si la resultante de translation n'est pas dans le plan du 
couple, les forces Ri et Rj ne sont pas dans un m^me plan; 
car, pour obtenir Rj, on compose la force P, situee dans le 
plan OR2, avec une force R situee dans un plan different (*). 

La methode qui consiste a reduire k deux equivalentes 
toutes les forces qui agissent sur un corps solide, au lieu de 
les remplacer par une force unique et un couple, a ete tres 
longtemps employee et Test encore par un tres grand nombre 
d'auteurs. Quant k nous, nous ferons plus volontiers usage de 
la reduction k une force et a un couple, parce que cette me- 
thode a Tavantage, tres grand k nos yeux, de mettre bien net- 
tement en evidence la resultante de translation, force qui 
joue un tres grand r61e dans la Dynamique. 

II existe une infinite de manieres de r6duire des forces 
quelconques k deux equivalentes. Cette reduction est ana- 
logue au mode de representation du mouvement le plus ge- 
neral d'un corps solide par la combinaison de deux rotations 
non situees dans un meme plan; et les propriet6s g6ome- 
triques des deux systemes sont identiques. 

Cos d' une resultante unique. — Cherchons maintenant dans 



(*) II est facile de d^montre* que la reduction ne peut pas ^tre poussee 
plus loin, c'est-i-dire de faire voir que deux forces non situees dans le 
m6me plan n'ont pas de resultante unique. 

Supposons qu'il y ait une resultante et appliquons au solide une force S 
^gale et oppos^e k cette resultante {fig. 24). Le systeme des trois forces R,, 
R,, S est en equilibre, et nous savons que nous ne d^truirons pas I'^qui- 
libre en introduisant des liaisons dans le systeme. 

Or, nous pouvons, d'une infinite de manieres, mener une droite AB qui 
rencontre R, et R^, sans rencontrer S. 

En supposant que cette droite soit fixe, Teffet des forces R^ et R^ sera 
detruit, tandis que celui de la force S ne le sera pas. Done I'equilibre ne 
saurait exister entre ces trois forces. 
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quels cas nous pourrons avoir une resultante unique. Pour 
que les forces du sysleme puissent etre remplac^es par une 
force unique 6quivalente, il faul et il suffit qu'en nous plagant 
h une origine quelconque la resultante de translation soit 
situ^e dans le plan du couple resultant, ou parallele k ce 
plan, ce qui est la m^me chose. 

Supposons, en effet, qu'il y ait une resultante unique ap- 
pliqu^e en un point {Jig. 25), Cette resultante sera n^ces- 
sairement 6gale Si la resultante de translation. Transportons- 
nous a un autre point 0'. Puisque nous admettons que toutes 
les forces du systeme peuvent 6tre remplac6es par la force 
unique R, il suffira de transporter cette force Si la nouvelle 
origine, c*est-a-dire d'appliquer au point 0' deux forces oppo- 
sees egales et paralleles Si R. Nous obtenons ainsi la resultante 
de translation transport^e en 0', et un couple (R, Ri) que 
nous pouvons d6placerel transformer comme un couple ordi- 
naire. Mais de quelque mani^re que nous le changions, son 
plan restera toujours parallele Si la resultante de translation Rj. 
D'ailleurs, tout autre mode d'operer la reduction Si une force 
et Si un couple en prenant 0' pour Torigine ne pent evidem- 
ment conduire Si un resultat different; done cette reduction 
des forces du systeme, effectuee par rapport Si une origine 
quelconque, donnera toujours un couple resultant dont le plan 
contiendra la resultante de translation (*). 

€ette condition n6cessaire doit en meme temps ^tre consi- 
der6e comme suffisante : il faut toutefois excepter le cas ou la 
resultante de translation serait nulle. Dans ce cas, en effet, 
tout se r6duit Si un simple couple qui ne saurait etre remplace 
par une force unique, a moins qu'on ne vouliit consid^rer une 
force nulle situ6e Si I'infini, ce qui n'a plus aucun sens. 



(') Pour demontrcr directement que, si la resultante de translation n'est 
pas dans le plan du couple, il ne peut y avoir de resultante unique, nous 
supposerons, en employant un artifice de raisonnement qui nous est d^jk 
connu, I'^quilibre ^tabli au moyen d'une force S 6gale et contraire a la 
resultante unique {fig. 26). Puis, menant dans le plan du couple une 
droite AB qui rencontre les deux forces du couple et la force S, sans ren- 
contrer R, et consid^rant cette droite comme un axe fixe, nous mettrons 
nettement en Evidence Timpossibilite de Tequilibre du systeme de forces 
que nous consid^rons. 
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Cherchons analytiquement les conditions n^cessaires pour 
qu'il y ait une r^sultante unique. 

Prenons trois axes rectangulaires. Pour qu'il y ait une r6- 
sullante unique Pi appliquee en un certain point, dont les 
coordonn^es soient ^i, yu ^19 J^ faut que les projections de 
cette resuUante soient egales k X, Y, Z, et que ses moments 
autour des trois axes soient respectivement 6gaux k L, M, N. 
Done on doit avoir, en appelant Xj, Yi, Z, les projections de 
la r^sultante, et se reportant aux formules de la page 82, 

X ::=:: Xj, Y z=z Yj, Z=::Zi, 

(a) ; L==Z,7,-Yix;i, 

Mr=Xi^i — ZjO?!, 
NzzzY,a.,-X,j,. 

On a ainsi six equations a six inconnues, mais on salt h 
Tavance qu'il n'est pas possible que ces equations nous don- 
nent des valours d^terminees pour ^,, ji, z^. En effet, la r6- 
sultante, si elle existe, peuta volonte ^tre supposee appliquee 
en un point quelconque de sa direction, de sorte qu'il y a au 
moins J'une des trois coordonnees^i, /i, ^i qui reste arbitraire. 
Les Equations (a) sont done forcement absurdes ou indeter- 
min6es, au moins quant aux trois inconnues ^1, /i, ^,. II est 
facile d'61iminer a la fois les six inconnues. En effet, multi- 
plions la quatrieme equation par la premiere, la cinquieme 
par la deuxi^me, la sixieme par la troisieme, et ajoutons les 
r^sullats, nous aurons 

LX-f MY-^NZ=::0, 

Equation qui ne contient plus d'inconnue, et qui exprime la 
relation qui doit avoir lieu entre les r^sultantes partielles X, 
Y, Z et les trois moments partiels L, M, N, pour que les trois 
Equations pr6c6dentes puissent subsister a la fois, et par 
consequent pour que les forces du syst^me aient une r^sul- 
lante. 
Si cette Equation de condition a lieu, les valeurs des trois 

coordonn^es ^r,, jj, ^, se presenteront sous la forme - » parce 
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que, la resullanle pouvant ^tre appliquee a tel point de sa di- 
rection qu'on voudra, il est impossible que le calcul determine 
Tun de ces points plut6t que tout autre. 11 ne pent done don- 
ner que leur lieu geometrique; et les trois dernieres equa- 
tions, en rempla^ant Xj, Yi, Zj respectivement par X, Y, Z, ne 
sont autre chose que les equations des trois projections de la 
resuitante sur les plans coordonnes. 

On pourra alors avoir k volont^ un point quelconque de 
cette resuitante, en se donnant Tune des coordonnees de ce 
point et determinant les deux autres au moyen de deux des 
equations de la resuitante. 

II y a cependant un cas dans lequel, bien que la condition 

LXH-MY4-NZr=:0 

soit remplie, le calcul ne donnera plus aucun resultat : c'est 
celui ou les trois composantes X, Y, Z sont nulles en meme 
temps, car on trouve dans cette hypothese une resuitante 
nuUe, situee tout entiere k Tinfini. C'est qu'en effet, dans ce 
cas, les forces du systeme seront reduites aux trois couples 
dont les moments sont represent6s par L, M, N, couples qui 
ne peuvent jamais se reduire qu'k un autre couple. C'est ce 
que devait nous apprendre et ce que nous apprend en effet le 
calcul. 



§ XIV. — Equilibre d*un solide qui n'est pas absolument 

LIBRE. — Des machines. 

Lorsque des forces reagissent les unes sur les autres par 
I'intermediaire d'un corps ou systeme rigide parfaitement 
libre, il est impossible qu'elles se fassent equilibre, k moins 
qu*elles ne remplissent les six conditions que nous avons 
etablies. 

Au contraire, par le moyen des machines proprement dites, 
on pent mettre en equilibre des forces quelconques qui ne 
satisfont pasa toutes les conditions generates. Pour qu'un pa- 
reil resultat soit possible, il est necessaire que les corps qui 
constituent les machines ne soient pas entierement libres. 
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mais qu'ils soient g^nes par des obstacles. Ges obstacles, en 
rendant impossibles certains mouvements virtuels, dispensent 
par la m^me les forces du systeme de verifier les relations 
correspondantes a ces mouvements. 

En effet, on n'a point oubli6 que la condition necessaire et 
suffisante pour T^quilibre des forces agissant sur un systeme 
donne, c'est que la somme des travaux virtuels de ces forces 
soit nulle, pour tout deplacement compatible avec les liaisons 
du systeme. 

On pent, dans la theorie de I'equilibre des machines, laquelle 
n'est autre chose que la theorie de I'equilibre des corps g^nes 
par des obstacles, considerer les obstacles comme tenant lieu 
des forces egales et contraires a celles qu'ils detruisent actuel- 
lement; et si Ton concoit qu'on ait ainsi substitue k la place de 
ces obstacles insurmontables des forces qui representent leurs 
resistances actuelles, ce n'est plus entre les seules forces direc- 
tement appliqu6es qu'ily a 6quilibre, mais entre ces forces et 
les resistances. Les six equations de Tequilibre doivent alors 
avoir lieu entre ces deux groupes de forces, consideres simul- 
tanement. 

Des machines simples, — Nous r^duirons les machines sim- 
ples k trois principales, qui se distinguenl Tune de I'autre par 
la nature de I'obstacle qui g^ne le mouvement du corps; ce 
sont : 

1° Le levier, 

2<* Le tour ou treuil, 

3<* Le plan incline. 

Dans la premiere machine, Tobsiacle est un point fixe, au- 
tour duquel le corps a la liberte de tourner en lous sens. 

Dans la deuxieme, Tobstacle est une droite fixe, autour de 
laquelle tons les points du corps n'ont que la liberte de tourner 
dans des plans paralleles. 

Dans la troisieme, I'obstacle est un plan in6branlable contre 
lequel le corps s'appuie et sur lequel il a la liberte de glisser (* ). 



(* ) Comme on a d'abord consider^ cette derniere machine par rapport aux 
corps pesants qu'on retient en equilibre sur des plans inclines k J'horizon, 
on lui a donn^ et elle a garde le nom de plan incline. 
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Premier cas. — Equilihre du lei^ier. 

S'il y a un point fixe dans le syst^me, les seals mouvemenls 
possibles sont des mouvements de rotation autour des diverses 
droites qui passent par ce point; el Ton ecrira que la somme 
des travaux virtuels des forces est nulle pour tout mouvement 
de ce genre, en posant, relaiivement k trois axes rectangulaires 
quelconques men^s par le point fixe, les 6qualions 

L~o, M— o, N"0, 

c'est-ik-dire que : 

Pour V equilihre du levier, il faut et il suffit que la somme 
des moments des forces soit nulle autour de trois axes rectan- 
gulaires qui se croisent au point d'appui. 

Determination de la charge de Vappui dans le cas d'un levier 

en equilihre. 

On peut raisonner autremeni, de mani^re Si determiner la 
charge du point fixe, ce qui est tres important dans les appli- 
cations. 

Pour cela, imaginons a la place du point fixe une force uni- 
que R, qui remplace la resistance de ce point, et consid^rons 
le systeme comme parfaitement libre dans Tespace. Les six 
Equations de Tequilibre devront avoir lieu, si Ton y introduit 
la force inconnue qui represente la r6action de Tappui. 

Or cette force, etant appliqu^e a Torigine, fournira trois 
nouvelles composantes X,, Yi, Zi dans la direction des trois 
axes, et ne fournira aucun couple nouveau dans les trois plans. 

Les six equations de Tequilibre sont ainsi : 

X4-Xj = 0, YH-Yi=:0, Z-'r-Z,t^O, 

L=:0, M=:0, N — O. 

Les trois dernieres Equations ne renfermant pas d'inconnues 
sont les trois v6ritables conditions de Tequilibre. 
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La charge du point d*appui est, d'apres le principe de New- 
ton, egale k la resistance R, prise en sens contraire. Done les 
composantes de cette charge sont 

c'est-k-dire pr6cisement 

X, Y, Z. 

Da/is I'eguilibre du levier, la charge du point d'appui est 
une force egale a la resultante de translation de toules les 
forces du systeme. 

Deuxi^me cas. — Equilibre du treuiL 

Supposons qu'il y ait deux points fixes dans le systeme, 0, 
0' {fig. 27), c'est-^-dire que le corps n'ait que la liberty de 
tourner autour de Taxe 00'. Prenons Tun des points fixes, 0, 
pour origine, et la droite 00' pour axe des x. Le seul mou- 
vementvirtuel compatible avec I'invariabilit^ de la droite 00' 
^tantune rotation autour de cette droite, on a, comme unique 
equation d'^quilibre, la condition 

L —-0. 

Pour V equilibre du ireuil, il faut et il sufflt que la somme 
des moments des forces par rapport a Vaxe fixe soit nulle. 

Charges des appuis. -- L'equation L r ~ o exprime la condi- 
tion necessaire et suffisante pour que toutes les forces du 
systeme soient reductibles a deux equivalentes, appliquees 
respectivement aux points et 0'. 

Les reactions Rj, Rj des points d'appui sont egales et 
oppos^es k ces deux forces, et les six equations de Fequilibre 
doivent 6tre satisfaites, si Ton joint aux forces donn^es ces 
deux reactions inconnues. 

Soient {fig. 28) Xi, Yj, Zi, X2, Yj, Z, les composantes de 
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ces deux forces, k la distance 00'; on a 

X -r- X, -4- Xj ^= O, 
Y-f-Yi+Y,rr:0, 

Z H- Zi 4- Zj — - o ; 

L .— o, 

M — aZj = o, 
N-i-aYj=:o. 

Parmi ces six equations, la quatrieme ne contient pas 
d'inconnues; c'est I'equation d'6quilibre que nous avons deja 
Stabile directement. 

Quant k ce qui regarde les reactions, on tire ais^ment du 
syst^me pr6c6dent les valours de Yj, Yj, Zj, Zi; mais ce m^me 
systeme determine seulement la somme Xi+Xj des com- 
posantes longitudinales des actions des supports. 

Pour comprendre a quoi tient cette ind^termination, 
remarquons que les points et 0', qu'on pent supposer 
reunis par une tige rigide, se pr^tent un appui reciproque, 
de maniere que chacun d'eux a toujours, ou par lui-m^me ou 
par le secours de Tautre, la r6sistance dont il a besoin pour 
I'equilibre, pourvu que la somme de ces resistances soit suf- 
fisante. On ne pent done pas demander, et il est impossible 
que le calcul determine des valours particuli^res pour deux 
resistances qui, passant en tout ou en partie de Tun a Tautre 
point, se confondent en une seule et m^me resistance. On 
comprend done que nous ne puissions tirer de nos formules 
que la valeur de la somme ou de la resultante que nous devrons 
supposer appliquee au point de Tarbre ou se trouve plac6 un 
obstacle destine a s'opposer h tout d^placement dans le sens 
de la longueur de Tarbre (*)• 



(*) Rappelons, avant de quitter ce sujet, que la determination que nous 
venons de faire des pressions excretes sur des appuis par un corps qui n'a 
que la liberty de tourner autour d'un axe fixe suppose essentiellement que 
nous consid^rons le cas ou ce corps est en equilibre. L'^tat de mouve- 
ment modifie profond^ment les pressions dont nous venons d'^crire les 
valeurs statiques. II se produit alors un grand nombre de ph^nomenes dont 
quelques-uns sont de la plus haute importance au point de vue des appli- 
cations pratiques. Nous aurons plus tard k nous ^tendre longuement sur 
cet ordre de questions. 
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Troisij^me CAS. — Equilihre du plan incline. 

Prenons le plan fixe pour plan des xy, 11 n'y a pas k se pr6- 
occuper de la composante Z qui tend a faire sortir le corps du 
plan; mais il faul que Ton ait pour T^quilibre 

X=:0, Y=i:0. 

Les couples L et M tendraient aussi a faire sortir le corps 
du plan; done il faut simplement aux equations pr6c6denles 
ajouter la condition 

11 y a en tout trois equations d'equilibre. Elles expriment 
que les forces donnees sont susceptibles d'etre remplac6es 
par une force unique (*), perpendiculaire au plan. 

Charges des points d^appui, -~ Le corps repose sur le plan 
par un certain nombre de points. Voyons si nous pourrons 
determiner les charges de ces divers points. 

Nous savons que quand un corps repose sur un plan sur 
lequel il a la liberty de se mouvoir, il se developpe enchaque 
point de contact une reaction normale a la surface, c*est-a-dire 
parall^le a noire axe des z. Si done nous appelons xty j, les 
coordonn6es de Tun quelconque des points d'appui, Z^ la 
reaction de ce point, les equations de T^quilibre seront 



Y = 


-o, 


Z + ^Zf-o. 


L -+- ]^ Ztyt — o, 


M- 


- ^ ZiXi — o. 



Nr=o. 



(*) Les equations X = o, Y = o, N = o enlralnent effectiyement la veri- 
fication de la condition n^cessaire et suffisante pour I'existence d'une r^sul- 
tante unique, & savoir 



LX -+- MY -+- NZ = o. 
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Nous avons trois Equations seulement pour determiner les 
charges de lous les points d'appui, et il faut distinguer plusieurs 
cas : 

i« S'ii n*y a qu'an point d'appui, et par suite qu'une seuie 
reaction Zj, on pourra Teliminer entre les trois Equations ofi 
elle figure. On aura deux nouvelles Equations de Tequilibre, 
et une autre relation pour determiner Zi. 

2<> S*il y a deux points d'appui, il y a une nouvelle equation 
d'equilibre, et les charges de ces points sont encore d6ter- 
min6es. 

3^ S'il y a trois points d'appui, il n*y a plus de nouvelle equa- 
tion de Tequilibre, les trois Equations etant n6cessaires pour 
determiner les trois reactions. 

4"* Supposons enfin qu'il y ait un plus grand nombre de points 
d'appui. Dans ce cas, les charges de chacun de ces points 
sont ind6termin6es, puisqu'elles doivent seulement satisfaire 
aux trois Equations 

Z-h^Z.^o, 
L-h^Zf 7,11^0, 

de sorle qu'on pourra se donner les pressions de tous les 
points d'appui, hors trois, que les equations precedentes per- 
mettront de calculer. 

Nous trouvons, d'apres les principes 6tablis ci-dessus, que 
les pressions sont ind^terminees lorsqu'il y a plus de trois 
points d'appui; d'un autre c6t6, en consid^rant a priori un 
corps appuy6 contre un plan par un nombre quelconque de 
points, et tenu en 6quilibre par une force normale a ce plan, 
il nous paraie Evident que chaque point de contact doit ^tre 
acluellement presse, et que, s'il est press^, c'est avec une 
certaine force tout h fait d^terminee, ce qui serait absurde au- 
trement; et de \h il r^sulte une esp^ce de paradoxe assez 
difficile h expliquer. 

L'ind^termination est reelle dans le cas ideal ou Ton con- 
sidere un corps parfaitement rigide et inflexible, reposant siir 
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un plan doat la resistance esl pareilleinent indeOnie. Cette 
ind^termination est du m6me ordre que celle qui regne sur le 
partage de la reaction longitudinale entre les deux tourillons 
d*un treuil. 

Les choses se passent tout differemment dans la nature. Les 
reactions des points d'appui ont des Valeurs parfaitement de- 
termin6es; seulement ces valeurs sonl determinees par autre 
chose que les Equations g6n6rales de T^quilibre. Tons les 
corps sont plus ou moins flexibles et d^formables ; et, lorsqu'ils 
sont presses sur un plan, la distribution de la pression entre 
les points d'appui a lieu en vertu des trois equations generales 
fournies par la Statique rationnelle, et des conditions qui, dans 
chaque cas particulier, r^sultent des propri^tes physiques 
speciales du syst^me que Ton ^ludie. 

Gonsiderons une locomotive h six roues, conformement au 
type le plus r6pandu. II est tres important de connaftre les 
charges speciales de chaque essieu, puisque nous savons que 
la puissance de la locomotive est en raison seulement de la 
fraction de son poids supportee par Tessieu moteur, et par 
les essieux, s*il y en a, dont les roues sont couplees avec les 
roues motrices. Or ces charges sont parfaitement determi- 
nees, et on pent les mesurer en pla^.ant la locomotive sur un 
syst^me de six petites bascules ind^pendantes, dont chacune 
supporte une roue et est maintenue en 6quilibre par un poids 
special. 

Ce qu'il y a de curieux, c'est qu'on est le maitre de modi- 
lierdans une certaine mesure les pressions individuelles qui 
s^exercent sur chacune des bascules; il suffit de serrer ou de 
desserrer Tun des ecrous des ressorts de suspension. Les 
reactions pourront ainsi prendre divers syslemes de valeurs; 
mais : 

1° Ces valeurs, dans chaque cas, seront toujours parfaite- 
ment determinees ; 

2° Les divers syslemes satisferont toujours aux Equations 
generales de r^quilibre (*). 

(') Supposons la condition d'equilibre satisfaile, et toutes les forces a gis- 
sant sur la locomotive reduites k la force verticale P (fig. 29). En vertu 
de la symetrie^ on peut consid^rer toutes les forces comme agissant dans 

B. — II. 7 
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Des machines composees, 

Les machines les plus compliqu6es peuvent loules 6tre 
ramen^es aux 6l6menls simples que nous venons d'etudier. 
En les d^composant en leurs 616menls simples, on trouvera 
dans tous les cas les conditions d'^quilibre et les tensions des 
divers lieux. 

Quand on voudra seulemenl la condition d'equilibre, la 
m^thode la plus simple et la plus directe est fondee sur 
I'application du th6oreme du travail virtuel, ainsi que nous 
I'avons dit. 

Nous reservons Tetudedes machines les plus u&uellespour 
la deuxieme Section de ce volume, afin d'introduire tout de 
suite dans la th^orie le calcul des resistances passiveSy dont 
nous n'avons pas encore donn6 la definition. 



le plan median de la machine, et cela pose on a, entre la r^sultante P et 
les trois reactions, les deux equations 

Z. -h Z, -h Z, - P = 0, 

aZ, — 6Z3-1-P/? r^ 0, 

en prenant les moments par rapport a I'essieu median 0. 

Dans les machines k balancier, la constitution du systeme est telle que 
la repartition des pressions, au lieu d'etre livr^e au gr^ du m^canicien, se 
fait suivant des regies imposees au constructeur. 

La machine repose sur ses trois essieux par I'interm^diaire de trois 
balanciers dont les bras sont inegaux, /',, /\, r, etant les rapports respectifs 
des bras. 

Soit ^ Teffort qui s'exerce en a; on a en a', et par suite en c, ;*, J^; en c' 
et en 6, r, r,J^; enfin en b'j r^r^j\X^. Puis 

Z. --- ( I -H /'. ) ^, y^ ^ '•. (I + '•. ) -., Z, ^ i\ rji -h /•, ) ;. 

Nos equations determinent ^ et font connaitre une relation k laquelleles 
rapports r^, r^, /', doivent satisfaire; deux de ces rapports sont encore a 
notre disposition; et par exemple, s'il s'agit d'une machine k trois essieux 
couples, on pourra faire en sorte que les charges des trois essieux soient 
egales. 

 CW8i » 
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CHAPITRE V. 

APPUGATIONS DE LA STATIQUE, 



§ XV. — £qUILIBRE DBS CORPS PESANTS. 

£q exposant la Stattque generale, nous avons fait abstrac- 
tion de la pesanteur, ou plut6t nous avons regarde le polds 
de chaque element materiel comme une force directement 
appliqu6e a cet Element, et devant, au m^me titre que toutes 
les autres forces ext6rieures, figurer par ses projections et 
ses moments dans les Equations g^nerales de T^quilibre. 

Dans les applications, il y a lieu de distinguer de toutes les 
autres celte force particuliere qui joue un grand r61e dans 
toutes les machines, puisque son action s'exerce n^cessaire- 
menl sur toutes les pieces mobiles que Ton pent avoir a con- 
siderer. 

Ge paragraphe est consacr^ a Tetude speciale de la pesan- 
teur. 

Definition de la pesanteur ou granite. 

Les corps abandonnes librement a eux-m^mes dans le voi- 
sinage de la surface de la Terre ne restent pas en repos, 
comme le voudrait la loi de I'inertie s'ils n*etaient soumis a 
aucune action. Us tombent, c'est-a-dire quails se meltent en 
mouvement dans une certaine direction. Nous en concluons 
qu'il existe une force agissant sur eux dans cette direction. 
Cette force a regu le nom de pesanteur ou grante. Sa direc- 
tion s'appelle la verticale. 

Nous n'avons pas a nous occuper pour le moment des 






J 00 PREMllfeRE SECTION. — STATIQUE. 

causes assez compliqu6es qui produisent la pesanleur; tout 
ce que nous pouvons faire, c*est d'en 6tudier experimentale- 
ment les effels, en commengant par faire une 6tude grossiere 
du ph^nom^ne dans ce qu*il a de plus apparent, afm d'en 
avoir une premiere idee, et de reconnaitre quels sont les 
points qui m^riteront plus tard des recherches plus approfon- 
dies, quand nous tiendrons k nous rendre compte des nuances 
les plus delicates du phenomene. 

L'6tudedesloisde la pesanteur a ete faite pour la premiere 
fois par Galilee. On pent regarder comme un fait d'observa- 
tion que, dans un m^me lieu, Tacceleration imprim^e par la 
pesanteur k un corps est constante, quel que soit le corps 
soumis k Texp^rience, pourvu qu'on ait bien soin de sous- 
traire ce corps, autant que possible, k Taction de toutes les 
autres forces qui pourraient masquer ou conlrarier Teffet que 
Ton 6tudie; nous avons designe cette acceleration par ^, de 
sorte que le poids d*un corps, c'est-a-dire Taction de la pesan- 
teur sur ce corps en particulier, est li6e a la masse de ce corps 
par la formule 

Si done nous considerons un corps solide de dimensions 
finies, quoique assez petites relativement k celles du globe 
terrestre, Teffet de la pesanteur sera d'attacher, pour ainsi 
dire, a chacun des points materiels qui constituent ce corps, 
une force proportionnelle k la masse de ce point. Ces forces 
pourront 6tre regard^es comme 6tant toutes paralleles et de 
m^me sens; elles ont done une resuUante unique, c'est-a-dire 
qu'il existera dans chaque position du corps solide une cer- 
taine force qui, convenablement appliqu6e, s'opposerait a 
tout mouvement qui tendrait a se produire en vertu de Tac- 
tion de la pesanteur seule sur ce corps. 

Nous avons dit qu'une resultante, force essentiellement Ac- 
tive, n'avaitpas, eng6n6ral, de point d'application determine. 
On pent k volonte la supposer appliquee en un point quel- 
conque du corps solide, situe sur sa propre direction. Cepen- 
dant, dansle cas ou Ton ne considdre que des forces paralleles 
et de m^me sens, il y a sur la direction de leur resultante un 
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point remarquable, connu sous le nom de centre des forces 
paralleles, qui se distingue des autres points d'application 
fictifs par des propri^tes parliculieres. C*est ce point qu'on a 
rhabitude de consid^rer comme le point d'application de la 
r^sultante des forces paralleles ; chose qui, d'ailleurs, ne pr^- 
sente pas d'inconv6nient, puisqu*on doit toujours sous-en- 
tendre qu'une force quelconque, appliqu^e en un point d*un 
corps solide en 6quilibre, peut 6tre transport^e oCi Ton voudra 
sursa direction, sans que T^quilibre soit rompu. Voici la de- 
finition et les proprietes du point dont nous parlons. 



Centre des forces paralleles. 

Pour composer un systeme quelconque de forces paral- 
leles F, F, F^ F"^ {fig. 3o), appliquees aux divers points A, 
B, C, D, . . . d'un corps solide, on pent proceder de la maniere 
suivante. 

Composons d'abord les forces F et F^; elles ont une r^sul- 
lante R,, qui leur est parallele, egale a leur somme, et dont la 
direction passe par un point Oi de AB, tel qu'on ait 

AOjF' 
BOi ~ F ' 

Supposons cette resultante Rj appliquee en Oi, et compo- 
sons-la avec la force F'', nous aurons la resultante Rj des trois 
forces F, F', F". En composant Rj avec F'^, nous aurons la re- 
sultante des quatre forces F, F', F'', F"', .... 

Les positions des points Oj, Oj, . . . , qu'on pent consid'erer 
comme les points d'application des resultantes partielles Rj, 
Rj, . . . , et par suite celle du point d'application de la resul- 
tante definitive R, ne dependent en aucune maniere de la 
direction des forces; la connaissance des points A, B, C, . . ., 
auxquels les forces F, F', F", . . . sont appliquees, et des rap- 
ports de grandeur de ces forces, suffit pour determiner les 
points Oj, O2, . . ., 0. On en conclut que si Ton changeait la 
direction des forces donnees, en les laissant toujours paral- 
leles k elles-mftmes et leur conservant leurs grandeurs respec- 
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tkes ainsi que leurs points d'application A, B, C, D, . . ., le 
point d'application de la resullante ne changerait pas. Ce 
point 0, par lequel passe constamment la direction de la 
resullante d'un systeme de forces paralleles, de quelque ma- 
niere qu*on incline les composanles par rapport h leur direc- 
tion primitive, se nomme le centre du systeme des forces 
paralleles. 

Rien n*esl plus facile que de trouver les coordonnees de ce 
point. Prenons un systeme quelconque d'axes rectangulaires. 
Soienl x, y, z les coordonnees du point d'application de Tune 
des forces F du systeme dont la direction est arbitraire. 
Soient de m^me x^, y^, z^ les coordonnees du point d'appli- 
cation de la resultante R de ces forces. 

On a d'abord 



<^=y,F. 



Donnons aux forces une direction parallele a I'axe des z, et 
exprimons que le moment de la resultante, par rapport a Taxe 
des y, est egal k la somme des moments des composantes. Le 
moment de la resullante est R^i; le moment de la force F 
est F^; done on a 

Rx,^^¥x, 
d'ou Ton tire 



X 

I 

X.zzz 



et, par analogic, 



7i 



2L 
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Centre de gravite. 

Dans ie cas ou les forces paralleles appliquees au soiide 
invariable sont les actions de la pesanteur sur les differents 
points maleriels qui le composent, le centre des forces paral- 
leles prend le nom de centre de gravite. Nous ne pouvons pas, 
il est vrai, changer ^ volonl6 la direction de la pesanteur 
comme nous avons suppose qu'on le faisait pour arriver ^ la 
notion du centre des forces paralleles; mais nous pouvons 
faire quelque chose d'equivalent, en changeant la position 
du corps, ou en le tournant successivement de differentes 
manieres. 

Designons par p le poids d*une molecule quelconque du 
soiide; par .r, y^ z les coordonn6es de cette molecule; par ^,, 
ji, ^1 les coordonn6es du centre de gravity ; enfin par P le 
poids total du soiide; nous aurons, pour determiner ^i,ji, ^i, 
les relations 

^pj^ ^py 2^- 



X, = 



Notre definition du centre de gravity est tres vicieuse, car 
elle semble subordonner Texislence de ce point k celle d'une 
resultante des actions de la pesanteur, actions qui ne sont pa- 
ralleles et proportionnelles aux masses que quand le corps 
est tres petit. En outre, s*il s'agit d'un corps liquide, mou, d6- 
formable en un mot, ou m^me d*un ensemble de corps ind^- 
pendants Tun de Tautre, comme le sont, par exemple, la Terre 
et la Lune, la resultante des actions de la pesanteur n'a plus 
aucun sens; et il n'y a plus de centre de gravity, si Ton donne 
a ce mot la signification qui resulte de notre definition. 

II est indispensable, au point de vue des applications a la 
Dynamique, ou le centre de gravite (ou, comme ditEuler, le 
centre d'inertie) joue un si grand r61e, de donner une defini- 
tion plus nette de ce point. Or, si nous representons par m la 
masse de la molecule dont le poids est p, par M la masse totale 
du corps, nous pourrons, si le corps est petit, c'est-k-dire si le 
centre de gravite, defini comme nous Tavons fait, existe, rem- 
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placer p par mg, el P par M^; en supprimant alors le fac- 
leur g commun aux deux termes de chacune des fractions 
pr6c6dentes, nous arriverons aux formules 

_2»- j^ _2'»: ,„ 

Nous observeroos que ces dernieres formules ne ren- 
Terment plus de traces de Taction de la pesanteur, que nous 
avions consid6r4e pour arriver Ji la notion du centre de gra- 
vity. Done, le point defini par ces nouvelles formules existera 
loujours ; c'est lui que nous appellerons centre de gravite d'un 
syst^me solide invariable qiielconque. Ce ne sera le point 
d'application de la r^sultante des actions de la pesanteur que 
si le corps est suffisamment petit. 

En mSme temps, ceiie definition s'^Lend sans difficult^ au 
cas d'un systeme variable quelconque ou d'un ensemble de 
masses situ^es comme on voudra dans I'espace. 

Nous ne donnerons dans cet Ouvrage aucun delail sur la re- 
cherche des centres de gravity. Celle question est tout k fait 
du domaine de I'Analyse. 

Travail de la pesanteur. 

Supposons qu'un systeme materiel pesanl quelconque soil 
en mouvement; la consideration du centre de gravite fournit 
une expression simple du travail dbk Taction de la pesanteur 
sur les diverses parties de ce systSme. 

Soient p le poids d'une molecule quelconque, z la distance 
de cette molecule a un plan horizontal superieur, au commen- 
cement du temps pendant lequel on veut ^valuer le travail. 
Soient de mSme P le poids total du systdme et a, la distance 
du centre de gravity au mSme plan horizontal. 

(') On ^nonce ordinniremeaL ces Equations en dlsant que la diitance du 
centre de gravite d' art systeme quelconque de corps, a un plan, est egale 
a la somme des momenta des masses, par rapport au plan, divisee par 
la somme de toutes les masses, ea eatendant par le moment d'une masse 
le produit de cette masse par la distance de son centre de gravity au plan 
que I'ou considSre. • 
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Le travail de la pesanteur sur la molecule que nous consi- 
derons esipdz^ soil, pour lout le corps, 

^pdz. 
Or on a trouve 

^pz=iPzi, 

d*ou, en diflferenlianf, 

Done, le travail de la pesanteur sur le systeme est egal au 
travail que d^velopperait une force ^gale au poids total P du 
systeme, appliqu6e a son centre de gravite. 

De Ik nous pouvons d^duire un theoreme important. 

Loi g6nerale de Vequilibre des corps pesants. 

Supposons un systeme materiel, forme de corps pesants 
lies Tun k Tautre d'une mani^re quelconque, soumis k.la 
seule action de la pesanteur, et reposant sur des appuis fixes 
quelconques. 

D'apres le theoreme du travail virtuel, pour qu*un pareil 
systeme soit en ^quilibre, il faut et il suffit que la somme des 
Iravaux virtuels des forces ext6rieures, en ne tenant compte 
ni des liaisons, ni des appuis fixes, soit nulle pour tout d^pla- 
cement compatible avec les liaisons du systeme. Or, dans le 
cas que nous consid^rons, le travail des forces ext6rieures 
se r^duit au travail de la pesanteur ; done, il faut pour Tequi- 

libre que Ton ait 

P(5^, = 0, 

P designant le poids total du sysleme, dz^ le deplacement du 
centre de gravity suivant la verticale. Done on doit avoir 

et Ton pent ^noncer le remarquable theoreme que voici : 

Th£or^e. — Pour qu'un systeme pesant quelconque soit en 
equilibre, ilfautet il suffit que pour tout mouvement compa- 
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tible avec les liaisons, le centre de gravile reste dans un memc 
plan horizontal (*). 

On peut satisfaire de irois manieres a cette condition. En 
general, il resulte des liaisons existant dans le systeme que 
le centre de gravite ne peut se mouvoir que sur une certaine 
courbe ou une certaine surface. II y aura equilibre, si le 
centre de gravite se trouve au point le plus haut, ou au point 
le plus bas de la courbe ou de la surface qu'il peut parcourir, 
ou s'il est assujelti a rester toujours dans un m^me plan 
horizontal. 

Nous aurons h revenirplus tard sur ces trois cas d'equilibre 
essentiellement differents. Dans le premier cas, on dit que 
I'equilibre est instable, parce que le systeme, ecarte de sa 
position d'equilibre, tendrait a s'en ecarter davantage pour 
tendre vers une autre position; dans le second cas, Tequi- 
libre est dit stable, parce que le systeme, 6carte un peu de sa 
position d'equilibre, lend a y revenir. Enfm, lorsque le centre 
de gravite se meut sur un plan horizontal, le systeme est en 
equilibre dans loutes ses positions. On dit a cause de cela que 
Tequilibre est indifferent. L'equilibre est encore indifferent 
quand le centre de gravite reste absolument fixe dans toutes 
les positions du systeme, 

Ponts-levis a Jleclies, — On trouve une application de ce qui 
precede dans la construction des ponts-levisafleches {fig* 3i). 
Le tablier AB du pont est mobile autour d'un axe horizontal A ; 
deux chaines BG partent des deux c6t6s du tablier, et vont 
s'attacher auxextr^mites de deux flechesCQ, formant un cadre 
mobile autour d'un axe horizontal E; un contrepoids Q, 
supporte par les deux fleches, sert a equilibrer le poids du 
tablier. On prend la distance EC i= AB, etTon donne aux deux 
chaines BC une longueur 6gale a AE, de sorle que la figure 
ABCE est un parallelogramme dans toutes les positions que 

(' ) Ge th^oreme important, consequence directe du th^or^me du travail 
virtuel, ne doit 6tre consider^ comme rigoureusement demontr^ que dans 
les cas particuliers ou nous avons d^montre ce theor^me fondamental, 
c'cst-^-dire quand les liaisons se reduisent aux. genres tout sp^ciaux que 
nous avons consider^s. Le cas g^n^ral est en dehors du plan de ce Gours. 
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Ton peut donuer au systeme, en faisaut tourner les (leches 
autour de I'axe E et le tablier autour de Taxe A, sans que les 
chaines BC cessenl d'etre tendues. II en r^sulte que, dans un 
pareil mouvement^ Tangle dont le tablier lourne autour de 
Taxe A est toujours egal h Tangle dont les fleches tournent 
en m^me temps autour de Taxe E. Solent G le centre de gravite 
du tablier, G' celui des fleches et du contrepoids. Le poids Q 
est choisi de maniere que EG' soil parallele a AG. II est aise 
de voir que Ton peut s'arranger de maniere que le centre de 
gravite de tout le sysleme se trouve toujours en un point 
situe sur la droite AE. 

Le ponl-levis ainsi consliiue est en equilibre dans loules 
les positions qu'on peut lui donner. 

Ponts-levis a sinuso'ides. — Au lieu d'accrocher les chaines 
qui supportent le tablier d'un pont-levis a des fleches munies 
d'un contrepoids, on peut faire passer des chaines sur des 
poulies placees au-dessus du tablier, et suspendre a leurs ex- 
tremit^s des contrepoids destines a equilibrer le poids du 
tablier {fig* 32). On peut, en outre, obliger ce contrepoids ^ 
glisserle long de courbes fixes, afin que la tension de chaque 
chaine varie suivant que le tablier du pont est plus ou moins 
releve. Si Ton determine ces courbes fixes de telle maniere que 
le centre de gravity du tablier, des chaines et des contrepoids 
reste toujours sur un m^meplan horizontal, le pont-levis sera 
en equilibre indifferent dans toutes les positions qu'on voudra 
lui faire prendre. 

Nous avons n6glig6 le frottement; il est d'ailleurs evident 
que si un pont-levis est dispose de manidre a 6tre en equi- 
libre indifferent dans toutes les positions qu'on peut lui don- 
ner, en supposant qu'il ne se developpe de frottement dans 
aucune de ses parties, il restera a plus forte raison en equi- 
libre dans chacune de ces positions, lorsque les frottements 
exercent leur action. 

% 

§ XVI. — Des cordes et du polygone fdnigukaire. 

Des cordes, — Au point de vue de la Mecanique rationnelle, 
les cordes, fils ou cordons doivent^tre consid6r6s comme in- 
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d^iiniment resistants et flexibles, absolument iaextensibles, 
enfin comme d^nues de pesanleur. (Je ne dis pas d6nu6s de 
masse, car la masse n'a rien a faire dans les questions de Sta- 
tique proprement dile.) 

Tension d'un cordon, — Considerons {fig* 35)une portion 
rectiligne de cordon, de longueur finie ou infiniment petite, 
en 6quilibre sous Taction de deux forces qui tirent ses deux 
extr^mit^s. La condition necessaire et suffisante pour Tequi- 
libre est que les deux forces soient egales, contraires, direc- 
tement oppos^es, elqu'elles tendentk allonger le cordon. De 
W les remarques suivantes : 

1° Les forces exlerieures satisfont d*elles-m^mes aux con- 
ditions g^nerales de I'equilibre, absolument comme si elles 
elaient appliqu6es a un corps solide. 

2° La flexibilite du sysl^rae impose une deuxi^me condi- 
tion, c*est que le cordon soit tendu en ligne droite dans la 
direction commune des deux forces. On dit alors que les forces 
se font equilibre par Tintermediaire de la tension du cordon, 

3° Enfin, pratiquement, il y a une dernidre condition tout 
aussi indispensable que les pr^c^dentes, c'est que le cordon 
soit assez solide pour resistor k Feifort qui tend k le rompre. 

Imaginons le cordon coup6 quelque part en C ; la portion AC 
est en Equilibre sous I'influence de la force P et de Taction 
de Tautre partie BC du cordon. II faut done que cette par- 
tie BC tienne lieu d'une force 6gale et directement opposee 
a P. Cette force est ce que Ton appelle la tension du cordon. 
Ici cette tension est constante dans toute Tetendue AB. 

En general, on appelle tension d'une corde en un point C 
la force qu'il faudrait appliquer en ce point pour maintenir 
Tune des portions de la corde en equilibre, Tautre portion 
6tant censee supprim6e. En vertii du principe de Newton, la 
reaction de AC sur BC est egale et contraire Si Taction de BC 
sur AC. On confond done, sous le nom de tension du cor- 
don AB au point C, deux forces 6gales et contraires, qui se 
d^truisent immediatement au point C, dans Tequilibre de 
Tensemble, mais qu'il devient necessaire de consid^rer iso- 
lement, quand on etudie Tequilibre des deux portions s6pa- 
r^es. 
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On peul mesurer la tension d'une corde en la coupant eflfec- 
livemenl en un point et interposant un dynamometre entre 
les deux parties. 

Equilibre d'un naeud reunissant plusieurs cordons, 

Considerons maintenant un noeud reunissant trois cordons 
{fig, 36). 

11 faut, pour r^quilibre de chaque cordon AD, qu'ii y ait 
une force F dirig^e dans le sens de la direction du cordon. 
Cette force fait connaitre la tension de ce cordon, et ii faut 
pour Tequilibre, conform6ment ^ ce que nous venons de voir, 
que les actions des deux autres cordons au point A aient une 
resuitante 6gale et oppos^e a la force F. 

Les forces F, Fi, F,, c'est-a-dire ies tensions t, t^, t^, trans- 
port6es au point A, doivent done se faire 6quilibre. Ainsi, la 
tension /, doit 6tre dirig6e dans le plan F, Fj suivant le pro- 
longement de la diagonale du parallelogramme construit sur 
les tensions t, t^y et representee par la longueur de cette dia- 
gonale. Le triangle ABE nous donne 

sinBAE 

~^*sinBEA' 

_ sin ABE 

^^-'^sinBEA^ 

les tensions t et t^ sont d'autant plus grandes que sin BEA est 
plus petit. EUes deviennent toutes deux inOnies pour BEA = o, 
ou DAE =180°. 

Quelque petite que soit une force t^ s'exer^ant obliquement 
sur un cordon CD, il est done impossible de lendre ce cordon 
en ligne droite. 

Supposons maintenant {fig. 87) que nous ayons un cordon 
unique, et au point A un anneau dans lequel ce cordon puisse 
librement glisser; le cordon est tir6 des deux c6tes par des 
forces Fi, F2; Tanneau lui-m^me est soumis k Taction d'une 
force F. Cherchons les conditions d'equilibre. Fixons deux 
points quelconques C, D du cordon, Tun a gauche de Tanneau, 
Tautre a droite. Dans son mouvemenl virtuel, le point A, 
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d*apres les liaisons introdiiites, ne peul que d^crire une 
ellipse donl les points C el D seront les foyers. II faul done, 
pour Tequilibre, que la force qui agil sur Tanneau soil nor- 
male h celte ellipse, c'esl-a-dire bissectrice de Tangle CAD. 
En appliquant les formules posees pr6c6demmenl a ce cas 
particulier, on trouve 

Fsin- ^ 



sina 2COs4a 



a elant Tangle CAD, el F la force exercee sur Tanneau. 

Nous concluons de la que, si Tanneau esl remplac6 par un 
poinl fixe, la lension du cordon esl la m^me de part el d'aulre 
du poinl ou de Tanneau fixe, el la reaclion de ce poinl fixe 
parlage en deux parlies 6gaies Tangle des deux cordons. 

Polygone funiculaire, — Consid^rons mainlenant le cas 
general de Tequilibre d'un cordon soumis a Taclion d'un nom- 
bre quelconque de forces {fig- 38). 

D*apr^s ce que nous avons vu, le cordon prendra la forme 
d'un polygone donl les sommels seronl les points d'applica- 
lion de ces forces. G*esl ce qu'on appelle le polygone funicu- 
laire, 

Soient Ai, A2, A3, . . . les sommels du polygone funiculaire; 
Fi, F2, F3, ... les forces appliqu^es a ces diff^rents points. 

Pour qu*il y ail 6quilibre, 11 faul 6videmmenlqu'il y ail une 
cerlaine force Fq appliqu6e dans la direction du premier c6te 
du polygone (ou un poinl fysiQ remplagant celte force); la len- 
sion To de ce premier c6le esl egale k la force F. Pour qu*il y 
ail equilibre au point Aj, il faul que la lension Ti du second 
c6l6 soil 6gale el directemenl opposee k la diagonale du paral- 
lelogramme conslruil sur la force Fi el sur la tension To appli- 
qu6e en Aj. De m6me, pour que le point Aj soil en 6quilibre, 
il faul que la lension T, du c6t^ Aj A, soil 6gale el opposee a 
la diagonale du parall^logramme conslruil sur la force Fj et 
sur la lension Ti appliqu6e en Aj. Enfin, pour que le dernier 
sommet soil en Equilibre, il faul qu'il y ail, appliqu^e au pro- 
longement du cordon, une force egale el opposee a la diago- 
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nale du parall^logramme construit sur la force F;^ et la tension 
T;j_i appliqu^e au point A«. 

Poly gone de Varignon {fig. 89 ). — Toutes ces conditions 
d'equilibre du polygone funiculaire peuvent s'exprimer sim- 
plement par une construction geomelrique elegante due a 
Varignon. 

Par un point quelconque de Tespace, menons une ligne 
OBo egale et parallele a Fo ou ^ To, par le point Bq une ligne 
BoBj egale et parallele ^ Fj. La ligne BjO represente la ten- 
sion Tj. Si par le point Bj je m^ne Bj Bj egale et parallele a 
Fj, en joignant OB2 j'aurai la tension Tj. En continuant ainsi, 
j'arriverai k une ligne B^-jB,^-, egale et parallele a F«_i; 
OBrt-i sera egale a T;^-! ou ^ F,i. En operant ainsi, nous 
n'avons fait que construire le polygone des forces F©, Fj, F;^. 
II faut done, pour T^quilibre, que ce polygone soit ferm6. On 
v6rifie ainsi la loi en vertu de laquelle les Equations de Tcqui- 
libre doivent exister entre les forces exterieures seules, quelle 
que soit la constitution du systeme soumis ^ leur action. 
Telle est la premiere condition de Tequilibre du polygone fu- 
niculaire. Si cette condition n'est pas remplije, il sera impos- 
sible de trouver une forme convenable. 

Deuxieme condition, — En ayant 6gard aux proprietes des 
cordons tendus, il faut, pour T^quilibre, que les directions des 
c6les du polygone soient paralleles respeclivement aux droites 
OBq, OBi, OBj, . . ., partant du point dans le polygone de 
Varignon. 

Troisieme condition,— Enfin, il faut que chaque c6te puisse 
resister a la tension qu'il supporte, tension qui est encore 
donnee par le polygone de Varignon. 

Ces trois genres de conditions, 6galement necessaires pour 
I'equilibre, se retrouveront dans toutes les questions de Sta- 
tique appliquee. 

Si nous remplacons les forces Fj, Fg, . . . par des anneaux, 
la tension devra ^tre la m^me dans toute I'etendue du cordon, 
et les forces exercees par les anneaux devronl bissecter Tangle 
des deux c6tes du polygone, adjacents au sommet ou chacune 
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d'elles est appliquee. Ces forces sont donn6es par les formules 

R = ^Tcos - a, 

2 

T etant la tension constante, a Tangle de deux c6tes adjacents 
du polygone. 

Considerons {fig. 4o) Irois sommets conseculifs A, B, C, 
tels que Ton ait AB ==:BC. Par ces irois points faisons passer 
une circonf^rence, et menons le diametre BD. Nous aurons 
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Done, si nous avons un polygone funiculaire appuye sur des 
points fixes et tels que les cordons soient 6gaux, la reaction 
en chaque point pourra ^tre repr6sent6e par Tinverse du dia- 
metre BD du cercle passant par ce point et les deux sommets 
adjacents. 

Nous concluons de la que, si le polygone est tendu sur une 
courbe, la reaction pent ^Ire representee en chaque point par 
rinverse du rayon du cercle osculateur de la courbe, c'est- 
k-dire par la courbure. Si le cordon, au lieu d'etre tendu sur 
une courbe, est tendu sur une surface, c*est-a-dire tir^par ses 
extremit^s, la partie intermediaire s'appuyant sur une sur- 
face fixe, nous aurons encore la condition que la tension du 
cordon soit la m6me dans toute son etendue, et par conse- 
quent que les deux forces exlerieures appliqu^es a ses extre- 
mites soient egales et contraires. De plus, considerons deux 
elements consecutifs du cordon; ils devront etre en equilibre 
sous rinfluence de leur tension et de la reaction de la sur- 
face. Or pour que trois forces soient en equilibre, il faut en 
premier lieu qu'elles soient dans un meme plan. Done, le plan 
des deux c6tes consecutifs du cordon, ou le plan osculateur de 
la courbe, doit etre normal a la surface. Done, enfin, le cor- 
don doit s'appuyer sur la surface par une ligne dont le plan 
osculateur soit constamment normal k la surface. On sait que 
cetle propriete definit la ligne la plus courte qu'il soit possible 
de tracer sur la surface entre deux quelconques de ses points; 
c'est la ligne geodesique, et la reaction de la surface est en 



CBAP. V. — APPLICATIONS DE LA STATIQUE. I l3 

raison inverse du rayon de courbure de cette ligne en chaque 
point. 

La th^orie qui precede s'applique a la poulie fixe, a la poulie 
mobile, aux diverses combinaisons de poulies mobiles dites 
moufles ou palans, etc. 

Cos d'un poly gone charge de poids. 

Etudions specialement le cas oil les forces appliquees aux 
divers sommets sont parall^les et verticales (a i'exceplion des 
deux extremes qui sont toujours dirigees suivant les prolon- 
gemenls du premier et du dernier c6t6 du poJygone), de fa^on 
qu*on puisse considerer ces forces comme autant de poids 
suspendus au cordon. Supposons qu'il y ait un c6te inferieur 
horizontal, et prenons le milieu de ce c6t6 pour origine d*un 
axe horizontal et d*un axe vertical {fig. 40- 

Soient Q la tension du c6te horizontal; ^i, i^y . . ., ^;,les ten- 
sions des c6tessuccessifsdupolygone;/>i,/>2, ^ - .,Pn les poids 
suspendus aux divers sommets. II faut, pour T^quilibre du 
point Aj, que la resultante des tensions Q et t^ soit egale et 
opposee a la force verticale pi ; de m^me, la resultante de ti 
et ^2 doit ^tre egale et oppos6e a tz, et ainsi de suite, Enfm, si 
Art designe le dernier sommet, il faut qu'on exerce en ce point, 
d'une maniere ou d*une autre, une force 6gale a ^«_i, et diri- 
gee suivant le prolongement du dernier cote. 

Construction du poly gone de Varignon. — Soit OBj {fig* 4^-) 
une ligne horizontale egale a Q. Menons par le point Bj une 
verticale sur laquelle nous porlerons des longueurs BjBg, 

B2B3, . . . respectivemenl egales aux charges /?i, pz, Les 

points Bi, B2, B3, . . . represenlent les sommets du polygone 
de Varignon, el les droites OB,, OB2, OB3, . . . font connaitre 
a la fois les directions des c6tes du polygone funiculaire, el 
les grandeurs des tensions de ces c6tes. On voit immedialement 
sur la figure que les composantes horizontales de toutes les 
tensions sont egales a Q, et que, si P, represente la compo- 
sante verticale de la tension du c6te qui commence au som- 
met A|, on a 

B. — II. 8 
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On a done les proprietes suivanles : 

1° La composante horizontale de la tension d'un cdte quel- 
conque est constante, et egale a la tension du cdte horizontal, 

2° La composante verticale de la meme tension est la somme 
des poids suspend us depuis le point le plus has du demi-poly- 
gone, jusqu^au somme t oil commence le cdte considered 

3® La tension croit a mesure que I* on s'eloigne du cdte hori- 
zontal, proportionnellement a la secante de I' inclinaison du 
cdte a V horizon, 

Des ponts suspendus. 

La th^orie des ponls suspendus est une consequence im- 
mediate des considerations qui precedent. Le tablier d'un pont 
suspendu est en effet supporte par un certain nombre de tiges 
ou de chaines verticales a un cable en ill de fer dont les extre- 
mites sont fixes. 

Ce qui caracterise ces ponts, c'est que la figure du polygone 
de suspension n'a aucune relation avec la forme du tablier, 
lequel pent etre rigide ou non rigide, et qui presente genera- 
lement un profil a peu pres horizontal ou legerement convexe 
vers le haut. 

Dansle calcul des ponts suspendus, on neglige generalement, 
au moins dans une premiere approximation, le poids du cable 
ainsi que celui des tiges de suspension, pour ne s'occuper 
que du poids support^ par ces tiges. Ce dernier poids se com- 
pose du poids du tablier proprement dit, plus d'une surcharge 
repr6sentant le poids qui pent charger le pont, dans les cir- 
constances les plus defavorables. D'apres les reglements fran- 
Qais, cette surcharge doit 6tre calculee a raison de ^oo'^spar 
metre carre de surface. 

Pour faire Tepure d'un pont suspendu, on commence par 
faire le projet du tablier, sans se pr^occuper du polygone qui 
doit le supporter. Le tablier proprement dit repose sur des 
longrines, qui sont elles-m6mes soutenues par des poutrelles 
transversales a^, a^, ... (Jig. 43, 4^ et 46), auxquelles sont 
directement appliquees les tiges de suspension. On suppose, 
dans le calcul des conditions d'equilibre, que le tablier soit 
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coupe k chaque demi-intervalle entre deuxpoutrelles; Tequi- 
libre subsislera a fortiori qusitid on retablira la solidarite enlre 
les parties directemenl siipport^es par chaque lige. On calcule 
recartement des tiges, connaissanl le poids du lablier et de 
la surcharge, ainsi que le poids qu'on peut faire sans inconve- 
nient supporter k chaque tige. 

Rien de plus facile maintenant que de determiner la direc- 
tion d'un c6te quelconque. Si Ton veut, par exemple, celle du 
c6te A3 A^, on prendra sur une horizontale quelconque, par 
exemple sur le prolongement du c6te horizontal du polygone, 
une longueur DE == Q, et sur la verlicale du point A3 une lon- 
gueur DF repr^sentant la somme des poids/?i,/?2,/?3 des parties 
du tablier suspendues aux points Ai, Aj, A3; en joignant les 
poinlsE et F, nous avons la direction du c6te A, A^. Nous ob- 
tiendrons de meme la direction de chaque c6t6, et par suite, 
connaissant le point A^, nous pourrons construire le polygone. 

Cette epure donne a la fois les tensions des c6tes, leurs 
longueurs respectives, Tinclinaison de chacun d'eux, et Tor- 
donn^e du sommet correspondant du polygone, et par suite 
la longueur du polygone et celle de chacune des tiges de sus- 
pension. 

Estimons par le calcul les Elements qui sont utiles. 

1* Calcul des ordonnees. — Les donn6es sont les projections 
horizontales des c6tes. Solent hi la projection horizontale 
d'un c6te, t^,- sa projection verticale et P,la composante verti- 
cale de la tension de ce c6te; on a 6videmment, d'apres la 
construction preccdente, 

'"" ' Q 

Or, Tordonnee d'un sommet quelconque A,- est egale ^ la 
somme des projections des c6t6s qui precedent ce sommet ; 
done, si Vi designe cette ordonn^e, on aura 

ou 
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l*abscisse du m^me sommet est 

Hi = Aq -h A| -H /«? 4- . . . -l-A/_i. 

2'* Calcul des longueurs. — La longueur du c6te qui com- 
mence ^ ce sommet est 

et Ton a pour la longueur totale du polygone 

3<» Calcul des tensions. — La tension tt du c6l6 situe entre 
le f'*"** sommet et le suivanl est 

tt = v^Q^-hPf. 

4** Calcul des inclinaisons. — Enfin Tinclinaison a,- du m6me 
c6te sur Thorizontale est donnee par la formule 

p. 

tanga,=:-^ (1). 



(*) Determination de la composante horizontale des tensions. — Toutes 
les quantiUs prec^dentes sont donn^es en fonction de I'element Q, qui n'est 
pas UDC des donnees imm^diates du probleme. 

Ordinairement, dans rapplication, les donnees desquelles on part pour 
^tablir les polygones sont les longueurs de la corde et de la fleche, c'est- 
^-dire le double de Tabscisse et I'ordonn^e du dernier sommet. La tension Q 
est liee k ces quantit^s, quand on adopte les dispositions habituelles, par 
une Equation tres simple. 

Dans tons les cas, on peut remarquer que, les espacements des tiges et 
les poids r^partis ^tant connus, I'equation qui donne la valeur de V^ est de 
la forme 

" Q 

Si done, ayant altribuc arbitrairement k notre inconnue Q une certaine 
valeur Q', nous avons applique les constructions pr6cedentes, et trouv^ pour 
la derniere ordonn^e une valeur \',i au lieu de V„, nous devons avoir 
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Q' 
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v;, 

v„' 



equation qui determine Q en fonction de Q'. 
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Dans la plupart des cas, les formules precedentes se sim- 
pliOenty parce que les projections horizontales des c6l6s sonl 
constantes, et que les poids supportes par chaque lige de sus- 
pension sont egaux. 

On a done 

et Ton conclut de la 

V,- = ^ ( in- 2 -1- . . . -h f — I ) = ^ («■* — /). 
Soil 7c le poids du metre courant de lablier, on a 

p ■=: Tzhy 

(i'ou 

de sorte que, si n designe le num^ro du dernier sommet, on a 

V„z='^ (n^ — n). 

Cherchons liquation d'une courbe passant par tous les 
sommets du polygone. Pour cela, prenons 

V/ = /, ih — X, 

ce qui revient a prendre pour origine Textremite gauche du 
c6te horizontal; nous aurons alors 

r = —pr- ix' — hx). 
2Q ^ ^ 

Cette courbe represente une parabole. Si Ton veut repren- 
(ire le point A© pour origine, il suffit de changer dans Tequa- 

tion pr6c6dente x ^n x' -\ — > et alors on obtient i'6quation 

2Q\ 4 

En faisant dans cette Equation / = F, a:'= - 0, F et 6lant 
la fleche et Touverture du pont, on Irouve la tension Q. 



A 
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On trouverait iinmediatement i'equalion de la parabole du 
cable, en supposant le polygene forme de c6tes infiniment 
pelits, charges chacun d'un poids proporlionnel a sa projec- 
tion horizontale. 

Gonsiderons {fig* 44) I'arc de la courbe compris enlre le 
point ou la tension est horizontale et 6gale a Q, et celui ou 
cette tension est egale a T. Les forces exterieures qui doivenl 
se faire equilibre sont la tension T, la tension Q et le poids irjr 
dont la direction passe par le milieu de OP. 

Prenons les moments autour du point M, nous devrons avoir 
pour Tequilibre 



TZX^ 



) = — : 

c'est I'equation de la parabole lieu des points M (}), 

II faut remarquer que les poids du cable et des tiges, que 
nous avons negliges, augmentent avec les dimensions du pont, 
et de plus influenl sur la repartition des pressions, qui n'est 
plus du tout uniforme, comme nous Tavions suppose. La 

(*) La theorie que nous venous de faire s'applique aux ponts suspendus, 
^ la condition de negliger le poids des tiges de suspension et le poids des 
cables. Les formules trouvees precedemment permcttent de trouver la lon- 
gueur de cbacune des tiges. II fuut remarquer que ces tiges ne sont pas ^gales 
aux ordonn^es de la parabole; elles doivent descendre jusqu'^ la partie in- 
ferieure des poulrelles qu'elles debordent de quelques centimetres pour 
recevoir les 6crous sur lesquels s'appuie la cbarpente du pont i^fig. 4^). 
Ordinairement aussi, le plancher affecte une forme parabolique ^fig. 46), 
de sorte que les tiges sont compos^es de trois parties : i" de I'ordonnde de 
la parabole de la chalne, 

2** d'une longueur constanle, D, qui separe le point le plus bas de cette 
parabole du point le plus haut de la parabole inverse; 
S'' Enfin de Tordonn^e de cette parabole inverse, 

(V. = a{i^ — i). 

On a ainsi, pour la longueur totale des tiges, 

L'abscisse est 



H . — - -r~(i — i)h=i i ) h. 

2 ' \ 3/ 
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courbe qui porte les tiges n'est plus une parabole, elle se 
creuse du c6le des cul^es. II resulle de Ik que, si Ton calcu- 
lait le cAbie el les tiges pour la forme parabolique, et que ron 
conslruisit le ponl, Tequilibre ne serail pas possible, les arti- 
culations joueraient, el il en r^sullerail pour les diverses par- 
lies de la construction des tensions ou pressions complele- 
inent differenles de celles sur lesquelles on avail compt6. La 
theorie precedenle peul done s'appliquer aux ponls ordinaires; 
mais pour les ouvrages plus imporlanls, elle doit 6tre notable- 
menl modifiee el ne peul enlrer dans un Cours 616menlaire. 

De la chaine. 

On peul chercher quelle courbe prendra le cAble sous I'in- 
fluence seule de son poids. La forme qu*il affecle est une 
courbe eludiee en Analyse sous le nom de chatnetle; nous 
pouvons Irouver Ires facilement ici les equations differentielles 
(le celte courbe. 

Soil en effel T la tension du cordon en un certain poini ; les 
composantes de la tension sont 

T? et T$:. 
as as 

D*apres ce que nous avons vu, la composanle horizontale 

doc * 

de T -7- doit 6lre constanle; done on a 
as 

L*accroissement de la composanle verticale doit ^tre egal 
au poids de la chainelte compris entre deux points infinimenl 
voisins; done on a 

En eliminanl T entre ces deux equations, on aura Tequalion 
de la chainelte. La solution sera achev6e dans le Cours d'Ana- 
lyse. 
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§ XVII. — EqUILIBRE DES SYST^MES DB corps RIGIDES ARTIGULfiS 

SANS FROTTEMENT. 

Imaginons que plusieurs corps solides se touchent par des 
points qui ne peuvent se s^parer; aucun froUement, aucun 
obstacle ne s'opposant d'ailleurs aux mouvements de rotation 
compatibles avec cette condition. 

On pent se figurer chaque articulation comme produite par 
Tassemblage a genou, Ce mode de liaison se pr^sentera tr^s 
souvent dans la pratique; mais il est bien clair que Tequilibre 
etabli dans le cas d*une liberty de mouvement complete sub- 
sistera a fortiori quand on remplacera le genou par une char- 
nierey ou mdme par un assemblage analogue k ceux des pieces 
de cbarpente, assemblage qu'on est oblige de briser pour chan- 
ger la forme du systeme. L'equilibre paraitra encore mieux 
assure quand on aura 6gard ^\xil frottements^ dont TeflFet est, 
comme nous le verrons, de s'opposer a Taction de petites 
forces accidentelles tendant a mettreles corps en mouvement 
dans un sens ou dans Tautre. 

D'un autre c6te, il convient que la stabilite des construc- 
tions en bois ou en fer soil independante de la solidite des 
assemblages et de Texistence des frottements, toutes choses 
qui viendront ainsi apporter utilement un surcroit de s^curite ; 
il y a done lieu de considerer exclusivement les articulations 
comme permettant tous les mouvements qui n*auraient pas 
pour eflfetde separer Tun de Taulre les points des divers corps 
solides r^unis par ces articulations. 

Nous avons done a 6tudier T^quilibre d'un certain nombre 
de corps qui, pris isolement, sont rigides {fig. 47). Chacun 
d'eux est reuni par deux articulations a d*autres corps rigides 
eux-m6mes, et pouvant 6tre indifferemment fixes ou assujettis 
\ des conditions analogues. 

Prehons en particulier Tun des corps du systeme. II est 
soumis, independamment des reactions que les corps en con- 
tact exercent sur lui aux points d'articulation, a un certain 
nombre de forces exterieures au systeme, que je repr^sente- 
rai d*une maniere g6nerale par la lettre F (*). 

_.. .  I I I I II J ,, .1. I  I I -  I - T^B-W " 

( ' ) Les reactions des articulations peuvent dtre^suivant les cas, interieures 
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Or^ il est evident que je puis, sans alt^rer I'equilibre, regar- 
der dans tous les cas les articulations comme absolument fixes, 
et si je d6signe ces deux points par les lettres A et B, j'aurai 
pour la condition unique ^ laquelle les forces F sont assujetties 
pour Tequilibre 



1' 



;)ll.,.F = o. 



Celte condition etant remplie pour le c6l6 AB veut dire qu'il 
est possible de remplacer les forces F, et cela d'une infinite 
de nianieresy par deux equivalentes R,, Rj, appliquees respec- 
tivement aux points A et B. Je dis d'une infinite de maniereSy 
parce que nous avons vu, dans le calcul des reactions excretes 
par deux appuis fixes, qu'il reste une certaine indetermina- 
tion dans les valeurs des composantes de ces actions. 

Considerons done deux forces equivalentes quelconques Ri, 
R2; nous aurons parfaitement le droit de les substituer aux 
forces F dans T^quilibre du corps rigide AB. Mais il faut bien 
se garder de considerer ces forces comme les reactions effec- 
tives des corps adjacents aux points AB. Nous savons seule- 
ment deux choses : 

i<» Que ces reactions inconnues Sj, Sj se trouvent comprises 
parmi les systemes equivalents en nombre infini Rj, Rj, qui 
sont tous possibles et qui sont les seuls possibles; 

2<» Que si les points A et B etaient absolument fixes, le corps 
AB etant toujours suppose rigide, on pourrait prendre indif- 
feremment pour Sj, Sj deux forces Equivalentes conjuguees 
quelconques Ri, Rj. 

Mais, dans le cas actuel, les points A et B ne sont pas fixes; 
ce qui veut dire que les conditions trouvEes, en supposant 
leur fixite, sont toujours necessaires, mais qu*elles ne sont 
plus suffisantes. 

II faut tenir compte des conditions nouvelies que nous trou- 
verons en consid6rant Tensemble du systeme en equilibre; 
nous ferons ainsi disparaitre I'indetermination, et nous deler- 
minerons les veritables valeurs des reactions S,, Sj. 



ou ext^rieures k I'easemble du systeme; elles sont toujours ext^rieures k 
cliaque corps isoI^;je me cootente de renvoyer aux d^fiaitions de la pageQQ. 
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Quoi qu'il en soil, nous avons commence par etudier le 
corps AB pris isolement, ce qui nous a donne une condition 
d'^quilibre 



2^rcAB F = o, 



ct ce qui nous a permis de remplacer les forces F par leurs 
^quivalentes Ri, Rj. 

Nous ferons la m^me chose pour chaque corps separemenl, 
el alors en composant les forces qui sont appliquees k chacune 
des articulations, et les remplagant en chacun de ces points 
par une force unique, nous aurons une sorte de polygone 
funiculaire dont les c6tes sont rigides, et dont les sommels 
seuls sont soumis a Taction des forces. 

L'equilibre du systeme articule sera ainsi ramene a I'equi- 
libre du polygone funiculaire, avec cetle restriction en moins 
que les tensions des c6tes d'un systdme articule pourront Hve 
positives ou negatives, tandis que dans le cas du polygone 
funiculaire elles devraient n^cessairement ^tre positives. 

En 6crivanl les conditions d'equilibre du polygone funicu- 
laire, nous aurons : 

1° Les nouvelles conditions d*equilibre auxquelles doivent 
satisfaire les forces Rj, Rj, . . ., et par consequent les forces 
donn^es F, F,, Fg, . . . ; 

2<» Les tensions ou pressions qui s'excrcent sur chacun 
des c6t6s du polygone, tractions ou pressions que Tequi- 
libre de chaque c6t6 isol6 laissait pr^cis^ment indelermin^es, 
puisque cet equilibre donnait seulemenl la somme algebrique 
X-hX'des reactions longiludinales aux points A et B, et 
que nous pouvions a volont^, en transporlant ces reactions 
d'un c6t6 k i'aulre de la barre, remplacer une tension par 
une pression. 

Cetle m^lhode ne donne pas directement Taction de chacun 
des corps Tun sur Tautre. Or, ces actions sont Ires impor- 
lantes k connaitre, beaucoup plus, souvent, que les tractions 
ou pressions qui s'exercent sur les c6les du polygone. En 
effet, la statique des solides naturels nous offre deux genres 
de questions, celles qui ont rapport k la forme d'^quilibre 
proprement dite, et celles dans lesquelles on demande T^tat 
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crequilibre iiiterieur du solide, c'esl-a-dire les forces qui 
s*exercenl enlre ses diverses parlies. Or, si l*on peul, pour ia 
premiere etude, remplacer des forces exterieures donn^es 
par leurs 6quivalenles, cetle substitution n'est plus possible 
pour la seconde, el il faul appliquer la iheorie de la resis- 
tance des materiaux, iheorie qui n*enlre pas dans le pro- 
gramme de TEcole Polylecbnique. On considerera chaque 
c6te rigide du polygone arlicule comnie soumis k Taction des 
foi'ces exterieures qui lui sont direCtement appliquees, et 
des reactions des corps voisins, qu*on aura calculees preala- 
blemenl. Les tensions obtenues par la premiere m^thode 
donneraient une idee absolument fausse des efforts support^s 
par les elements des solldes, parce qu'on a remplace des 
forces par leurs 6quivalentes, ce qui n'est pas permis. 

Mais on pent trailer directement Tequilibre des systemes 
arlicules, en introduisant les reactions inconnues des diife- 
rents c6tes Tun sur Taulre, ainsi que celles des appuis, el 
appliquanl ensuile les equations generales de Tequilibre a 
chaque c6te separemenl el h Tensemble du sysleme. 11 ne 
faudra pas oubiier que Taction du c6te I sur le c6le II est 
toujours egale el directement opposee a Taction du c6t6 II 
sur le c6te I. On obliendra ainsi un certain nombre d'equa- 
lions qui determineronl les reactions inconnues, et qui, s'il 
y a lieu, feront connailre, par Teliminalion de toules les 
quantiles donl on dispose, les conditions auxquelles les forces 
donn^es devront satisfaire pour Tequilibre. 

On s*est borne dans le Cours a ces quelques indications sur 
ces questions importanles dans la Iheorie de la charpenle. 
Bien qu*elles soient extr^mement simples, elles exigent cepen- 
danl une attention Ir^s soutenue si Ton veut bien se rendre 
compte de toules les circonstances qui se presentent dans 
Temploi des diverses melhodes qui conduisenl^ la solution (*), 



( ') On trouvera k la fin dece Ghapitre une Note sur la balance de Robcrval 
et la balance de Quintenz, dont la iheorie devrait se placer ici. 
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§ XVIIL — Introduction a la th£orie de la resistance 

DES mat£riaux. 

L'objet de celle theorie est de donner autant que possible 
aux conslrucleurs des regies precises et spires leur permel- 
lant de fixer les proportions et les dimensions des diverses 
parties qui constituent un Edifice, une machine. Ce qui dis- 
tingue ces problemes de tous les autres, c'est que, lorsque 
Ton est en presence d'une construction k Clever, et que la 
question d*en determiner les proportions se trouve posee, il 
faut, coCite que cotite, en avoir une solution bonne ou mau- 
vaise. Or, on peut y arriver de deux manieres differentes. 

La m^thode des praticiens consiste h suivre les lemons des 
mattres experiment's, eih 6tudier les modeles laisses paries 
anciens constructeurs. Chacun selon sa speciality connaft les 
dimensions des constructions importantes du m^me genre 
qui sont celebres par leurs heureuses dispositions et leur 
longue dur6e. Accidentellement on a vu perir des Edifices, et, 
en se rendant bien compte des causes de leur destruction, on 
apprend k se mettre k I'abri de pareilies catastrophes, et Ton 
arrive assez vile k poser deux limites plus ou moins rappro- 
ch'es, entre lesquelles on pourra se tenir sans craindre de 
compromettre la solidite de son oeuvre, d'une part, et, d'autre 
part, sans gaspiller inutilement I'argent, la main-d*oeuvre, les 
mat'riaux. Par exemple, on veut faire un mur d'escarpe, des- 
tine d'une mani^re reguliere h supporter une cerlaine charge 
de terre et, a un moment donne, a resistor autant que pos- 
sible au choc des boulets; on a des modeles laiss's par Vau- 
ban dans les circonstances les plus varices; on les connait, 
on les etudie, on cherche quel est celui d'entre eux duquel 
on se rapproche le plus sous le rapport des terrains, des ma- 
t'riaux de construction, du climat, etc. ; c*est celui-lk qui 
servira de module, avec les modifications commandoes par les 
circonstances, qui ne sauraient, dans deux cas diff'renls, se 
retrouver tout k fait identiques. II faut, pour appliquer ces 
mOthodes, un certain esprit de rapprochement, de combinai- 
son, de calcul, joint a de longues etudes prOparatoires aussi 
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solides que varices; c'esl lout cela qu'on appeile de la/?ra- 
tigue, 

II est clair que ces precedes, qu*on aurait grand lorl de fle- 
trir inconsideremenl du nom de routine, suffironl dans un 
grand nombre de cas. Si Ton veul, par exemple, conslruire 
une maison a Paris, on pourra sans grandes difficult^s arriver 
h faire une maison qui durera plus ou moins; peut-^tre n*aura- 
l-on pas apporie dans certains details toute i'6conomie pos- 
sible, toute la perfection desirable, mais ce sont Ik des conside- 
rations un peu secondaires; le but que Ton se proposait est 
rempli^ on a fait une construction stable. 

Malbeureusement, ces ressources font trop souvent d^faut. 
Quand on se trouve en presence de constructions qui repon- 
dent k des besoins inconnus d'une autre epoque, ou encore 
de materiaux nouveaux, comme le fer, la fonte, le zinc, et 
nombre d*autres elements qui s*introduisent maintenant dans 
les constructions, la pratique n'est plus guere d'aucune utility, 
et il faut chercher autre chose. On est oblige d*aborder direc- 
tement la question au moyen de toutes les ressources que 
peuvent fournir Texp^rience et la ih6orie. Voici quelle est a 
peu pres la marche a suivre. On fait d'abord une etude phy- 
sique et exp^rimentale, non pas precis^menl de la question en 
elle-m^me, qui est rarement abordable, mais des elements 
simples de celte question. Veut-on, par exemple, faire un 
pont en fer, on etudiera les proprietes des materiaux qu*on 
doit employer, au point de vue special des conditions oil ces 
materiaux vont se Irouver places; la forme la plus convenable 
a donner a la construction pour que chaque partie soit dans 
les meilleures conditions de resistance et de duree; les pre- 
cautions a prendre pour se tenir en garde contre certains acci- 
dents, ou du moins pour en attenuer les effets, etc. Puis on 
posera une hypolhese simple, representant avec une exacti- 
tude sufflsante les donn^es de Tobservation; et Ton appliquera 
le calcul en le fondant sur cette hypothese qu*on aura soin de 
mettre nettement en evidence sans deguiser son c6t6 faible et 
plus ou moins douteux. Enfin, il faudra terminer par la veri- 
fication experimentale des resultats du calcul, et ces resultats 
ne devront ^tre regardes comme vrais que dans les limites 
pour lesquellesla pratique les aura verifies. 
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Equllihre des solides naturels. 

En etablissanl les conditions necessaires et suffisanles pour 
I'equilibre des corps solides supposes invariables, nous avons 
dil que les corps communemenl appeles solides, et que nous 
dislinguons des precedents par I'^pilhete ^e naturels, doivent 
^tre consider6s comme susceptibles de c6der dans une cer- 
taine mesure ^ Inaction des forces auxquelles lis sont soumis; 
et que m^me, dans le cas ou la deformation produite est invi- 
sible ^ Toeil, elle se revele k nous par des phenomenes donl 
la th^orie va nous occuper. 

Quoi qu'il en soit, les equations de Tequilibre d*un solide 
invariable s'appliquent aux solides naturels, et si les efforts 
qui sont en jeu ne sont pas tres considerables, eu ^gard ^ la 
resistance du solide qui les supporte, on pourra indifferem- 
ment, pour poser les Equations generaies auxquelles doivent 
satisfaire les forces exterieures, prendre le solide qu'on etu- 
die avec la forme qu'il possedait avant qu'il filt soumis a Tac- 
tion de ces forces, ou bien lui altribuer la forme qu1l a prise 
sous leur action, 

Dans la plupart des cas, on op^re de la premiere maniere; 
c'est-^-dire que, dans la recherche des relations auxquelles 
doivent satisfaire les forces exterieures appliqu^es au solide 
pour qu'il y ait equilibre, on regarde ce solide comme ayant, 
sous Taction des forces, exactement la m^me forme qu'il avait 
avant d'etre soumis k cette action. Seulement, aprds avoir 
ainsi determine toutes les conditions d'equilibre ou n'entrent 
que les forces exterieures en negligeant la deformation du 
solide, il faudra se preoccuper des nouvelles conditions qui 
resuUent de la constitution physique du solide, c'est-k-dire 
calculer les tensions et les pressions qui se developpent dans 
ses di verses parties, afin de voir, comme dansle polygene funi- 
culaire, si ces tensions ou ces pressions sont ce qu'elles doi- 
vent etre pour Tequilibre. EnHn, il faudra s'assurer que ces 
tensions ou ces pressions ne sont pas assez fortes pour briscr 
le solide, ou pour lui faire subir une modification essenlielle 
dans son eiat et ses proprietes. 
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Le calcul de ces reactions ou forces interieures est \i6 inli- 
mement ^Telude de la deformatioa du soiide sous des efforts 
donnes. Ces deux parties constituent la th^orie mathematique 
de la resistance des materiaux^ theorie qu'il ne nous est pas 
meme perniis d'ebaucher dans ce Cours. Nous devons nous 
borner k donner un exemple d'un cas ires simple d'6quilibre, 
afin d'indiquer Tesprit de la methode et de signaler les ecueils 
qui se presentent de toutes parts. 

if 

Application. — Equilibre d'unprisme elastique tire, — Nous 
allons considerer le cas le plus simple ou la resistance des 
materiaux soit mise en jeu : c'est celui d'un soiide honiog^ne 
de forme prismatique (tel qu'une piece de bois de charpente 
ou une barre de fer), fix^ k Tune de ses extr^mites d'une 
maniere quelconque, et soumis 2i son autre extr6mit6 k Taction 
d*une force tendant Si Tallonger. 

L*experience prouve que tons les corps de la nature peuvent 
ceder dans une certaine mesure ^ Taction d'une pareille force. 
Vient-on ensuite k supprimer la force, le corps, en vertu de 
son ^lasticite, tend plus ou moins a revenir a sa forme primi- 
tive, et Ton peut admettre avec une exactitude suffisante que, 
tant que Ton n'a pas depasse une certaine limile, dite limite 
d'elasticite, variable avec la nature et T6tat du corps, celui-ci 
reprend exactement sa forme et son etal primitifs, sans que 
les propriet^s essentielles aient 6te alt^rees d'une maniere 
permanente par Taction de cet effort passager. 

Voilk ce que nous apprend une etude superficielle. On la 
completeraendeterminantexperimentalementlavaleurexacte 
de cette limite d'61asticile pour tous les corps employes dans 
Tindustrie; car il est extremement important de se tenir dans 
les applications bien en dega de cette limite. Une fois qu*on 
Ta depassee, le corps a pour ainsi dire change de nature, et 
Ton ne peut plus compter sur rien, du moins en general (*). 



(0 Certaines operations iadustrielies, telles que le martelage, le lami- 
nage, T^tirage des m^taux ductiles, ont au contraire pour but de d^passer 
la limite d'^lasticit^ de ces corps, de maniere k changer leur forme d'une 
maniere notable. 

On salt que ces operations modiflent beaucoup la plupart des propri^t^s 
physiques des corps qui y sont soumis. 
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Resistance a la rupture, — On appelie ainsi le plus grand 
des efforts que puisse supporter, sans se rompre ou s'ecraser 
compl^lemenl, un prisme solide tire ou comprime dans le sens 
de ses armies, et Ton admet que ce plus grand effort P demeure 
proportionnel a Taire ^ de la section transversale du prisme, 
de sorte que la resistance R s'exprime en kilogrammes par 
metre carr^ ou millimetre carr6, et que Teffort de rupture d'un 
prisme est represent^ par 

P==Ri2. 

On n'a pas tard6 ^ reconnaitre, ce qu'on aurait d'ailleurs pu 
predire a Tavance, que la limite d'elasticite etait quelque 
chose de tr^s vague. En r^alite, les charges les plus minimes 
produisent toujours un allongement permanent, c*est-k-dire 
qui persiste apr^s que la charge est supprim^e. D'un autre 
c6t6, la determination de cette limite exacte, a supposer que 
cela ihi possible, ne presenterait pas, au point de vue des 
applications, un inter^t bien considerable, car il faut toujours 
prevoir des efforts accidentels venant s'ajouter aux charges 
ordinaires, de sorte qu'on doit toujours se tenir assez loin en 
dega de la limite d'elasticile, de crainte de la voir d6passer a 
un moment donne. 

Mais en m^me temps que ces difficuUes se sont fail jour, 
les nouvelles constructions se sont multipli^es. On a acquis 
de la pratique, et Ton est maintenant assez generalement 
d*accord sur les charges pratiques qu'il convient de faire sup- 
porter aux mat^riaux dont I'usage est le plus frequent. 

Reprenons noire solide etire, et cherehons ses conditions 
d'equilibre {Jig. 48). 

Soil /la longueur primitive du prisme. Sous Tinfluence de 
causes quelconques, cette longueur estactuellementdevenue 
l-\- x\ enfm, nous savons qu*a Tinstantou Ton nous demande 
si le solide abandonne k lui-m^me reslera en equilibre, une 
certaine force F agit sur son extremite dans le sens de la fleche. 
11 y a trois especes de conditions d'equilibre : 

1° II doit y avoir equilibre entre les forces exterieures, c'est- 
a-dire entre la force F et les reactions du support. 

2° L'equilibre n*a pas lieu directemenl entre ces deux forces ; 
il a lieu par Tinterm^diaire de la tension T de la barre; de 
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sorie que la tranche extreme ab du solide est en equilibre 

sous Taction de la force F qui lui est imm^diatement appii- 

quee et de la reaction ou force int6rieure T, ce qui exige que 

Ton ait 

T-izF. 

3° II faut enfin que cette tension T ne soit pas assez grande 
pour briser le corps, ou m^me qu'elle ne depasse pas la charge 
que la pratique a designee comme la plus convenabie pour la 
s^curite. 

Occupons-nous de la secoude condition. L'experience prouve 
que, tant qu*on n'a pas depasse une certaine limite, la ten-^ 
sionT est proportionnelle a Tallongement x, k la section ^ de 
la barre, et inversement proportionnelle k sa longueur pri- 
mitive /; done on a 

E 6tant un certain coefficient qui depend de la nature du corps 
el que Ton appelle coefficient d'elasticite. De sorte que notre 
seconde condition s'exprime par Tequation 

_, Ei2^ 

II y a a peu prds coincidence entre la limite jusqu'a laquelJe 
cette formule est applicable et la limite d'elasticite dont nous 
avons parle plus haul; si cette limite est depass^e, I'allonge- 
rnent, qui croit d'abord plus vite que la tension, pent eroitre 
au delk de toute limite, c'est-a-dire qu'il y a finalement rup- 
ture. 

Le coefficient d'^lasticite E depend de la nature de la sub- 
stance, de son etat physique, etc. On pent donner une id^e 
de ce coefficient. S'il etait possible, en effet, d'avoir a la fois 

^ = /, 12 =1 1 , 

la loi de proportionnalit^ des efforts aux allongements subsis- 
tant toujours, on en d^duirait 

T=iE. 

B. — II. 9 
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Done E est la tension qui serail capable de doubler la lon- 
gueur d'une barre de I'^i de section* La valeur exacte de 
ce coefficient a assez peu d'imporlance dans la pratique, 
parce que ce nombre est exlr^mement grand. Ainsi, pour le 
fer, c*est 20 milliards de kilogrammes environ. Je renvoie 
aux Trait^s el aux Cours de Physique pour la description des 
experiences tres remarquables par lesquelles M. Wertheim 
a mesure les coefficients d'elasticil^ de divers corps et a 
determine les lois des variations de ces coefficients avec la 
temperature. J'y renvoie 6galement pour tous les details qui 
n'int^ressent pas directement les constructeurs. 

Resistance a la compression, — Les lois de la compression 
sont les memes que celles de Textension. On admet, peut-^tre 
sans preuves suffisantes, que le coefficient E conserve sensi- 
blement la m^me valeur. Seulement la limite d*elasticite est 
plus rapprochee. La resistance k la rupture et la charge pra- 
tique sont ainsi generalement differentes de ce qu'elles sont 
dans le cas de Textension. La rupture par compression peut 
6tre de trois sortes. II peut y avoir : i*» rupture ^diV flexion : 
c'est ce qui arrive quand on comprime k ses extr^mites une 
barre de fer ou de hois suffisamment longue {fig> 5o); 2° la 
rupture prismatique ou par glissement : c'est le mode de rup- 
ture de la fonte et des roches dures {fig, 49) ; enfin, 3<» T^cra- 
sement proprement dit : c'est la d^sagregation complete d'un 
corps tendre comprime. II est clair que, dans chaque cas, le 
mode de rupture qui se produira sera celui qui exigera la plus 
petite force. 

D'apres ce que nous venons de dire, les donnees pratiques 
sont, pour chacune des substances qui sont employees jour- 
nellement dans Tindustrie, la resistance a la rupture et la 
charge pratique, cette derni^re etant en general pour les bois 
^ de TeflFort de rupture, \ pour le fer et la fonte. 

La charge de rupture est necessairement variable pour 
divers 6chantillons d'une m^me substance; mais la charge 
pratique, d^duite d'une valeur moyenne, est, comme je I'ai 
dit, parfaitement arr^t^e. Cette charge pratique est, pour une 
barre de fer, de Gl^ par millimetre carr^ de section. Dans le 
service du G6nie, on admet S'^e au lieu de 6"^. Pour les ponts 
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suspendus, les charges par millimelre ont ^te port6es jusqu'Si 
12"^ pour les barres et iS'^s pour les fils, y compris, bien 
entendu, la surcharge d'epreuve de 200"^ par m^tre carre de 
lablier. 

Le bois de chene ou de sapin a une resistance dix fois moin- 
dre que celle du fer, soil o^s,6 par millimetre carre. Le fer 
r^siste assez mal a la compression ; aussi evite-t-on en general 
de lui faire subir une pression directe. Gependant il peutarri- 
ver qu'il soil soumis h des efforts mixtes comprenant extension 
et compression. Si, par exempie {Jig- 5i), on charge en son 
milieu une barre de fer s'appuyant sur deux supports, cette 
barre est soumise k la flexion, c'est-a-dire que les fibres telles 
que ab sont etendues et celles telles que cd sont comprimees. 
Dans ce cas ou la compression ne s'exerce pas directement, 
on admet qu'elle peut aller aussi jusqu'a 6'^s par millimetre 
carre. 

La fonte r^siste bien k la compression ; sa charge pratique 
peut aller tres bien jusqu'a 8^8 ou lo'^s; au contraire, elle resiste 
tres mal a Textension. Quand on ne peut pas faire autrement 
que de Ty soumettre, ainsi que cela a lieu dans les grands 
cylindres des presses hydrauliques, la charge ne doil pas 
depasser 2^^, et encore n'a-t-on pas une securite complete; 
car on a Texemple d'un cylindre qui s'est brise sous une charge 
de i^s, 17, le metal etant d'ailleurs parfaitemeni sain. 

On admet que le bois resiste a la compression comme a 
Textension. Seulement, lorsquMl s'agit d'une piece de grande 
longueur, c'est-a-dire quand la grande ar^te depasse cinq a 
six fois la plus petite, il peut y avoir flexion : la resistance 
diminue alors sensiblement. 



§ XIX. — EqUILIBRE et stability D*UN corps PESANT POSfi SUR 
UN PLAN HORIZONTAL ET SOUMIS A l' ACTION DE FORCES QUI TEN- 
DENT A LE RENVERSER. 

Considerons un corps pesant, un mur par exempie, soumis 
k des forces quelconques et reposant sur un plan horizontal. 
Les conditions d'^quilibre sont au nombre de trois : 
La premiere, c'est que le corps ne puisse pas glisser. En 
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g^n^ral, cette condition est remplie d'elle-m£me. Ce ne sera 
done que dans certains cas, par exemple lorsque le sol est glis- 
sant et pour ainsi dire savonneux, qu'il faudra v^ririer si elle 
est satisfaite. 

La seconde, c'est que le corps nepuisse€trerenvers6 autour 
d'une ar^te. 

II est facile de verifier (|ue, pour que cette condition soit 
remplie, il faut que la verticale du centre de gravity tombe 
dans I'interieur du polygene convexe qui renferme tons las 
points d'appui. Gar si cette verticale tombait, par exemple, au 
point P (fig- 52), le poids tendrait fi faire tomber le corps 
autour d'une cenaine arfite AB; les reactions du point d'appui 
ne peuvent pas s'opposer k ce mouventent, puisque, au con- 
traire, elles tendraienl £i faire lourner le corps dans le mfime 
sens ('). 

Enfin, il y a une Iroisieme condition d'6quilibre : il ne faut 
pas que le mur s'^crase sous la pression qu'il supporte. Si P 

p 
est la pression lotale, £2 la surface pressSe, -^ est la pression 

moyenne par unite de surface. 
II y aurait done certainement ecrasement et d^sagr^gation 
p 
de )a mati^re si ^ d^passait la resistance des mat^riaux ii 

r^crasemenl, Mais cette condition est loin d'filre sufflsante, il 
faut encore qu'en aucun point la pression r^elle ne soit sup6- 
rieure ^ celle qu'on pent faire supporter & ces mat^riaux d'une 
mani^re permanente. 



(I) On coQsidfiraiL autrefois dans i'^quilibre d'un corps ce qu'on appelait 
ic moment de stabilite. C'esL le produit du poids de ce corps par la disiance 
de la direction de ce poids au c6t£ du polygene d'appui dont il eat le plus 
rapproch^. Supposons ea effet une lorce P tendant k renvcrser le corps 
autour d'une ar£le. Soit Fk son moment; le moment P' du poids du corps 
tendra A le maintenir en place; done I'dquilibre strict, tel que la plus petite 
force additionnelle produirait le renversement, se traduit par I'iquatioo 
FA=P/. 

I.c produit Pi repr^sente le moment maximum qu'on peut supposer k une 
force ace iden telle sans produire le renversement. Ed prenant le moment par 
rapport k I'ar^Le pour lequel 11 a la plus petite valeur, on a ce qu'on appelle 
le moment de slabilite. 



1 
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II est done indispensable d'etudier la lot suivarit laquelle 
les pressions se reparlissenl sur la base d'appui; or, nous 
avons vu que les regies de la Stalique g6n6rale ne peuvenl en 
aucune fa^on nous renseigner h eel egard, de sorte que nous 
sommes r6duils k faire des hypotheses. 

Consid6rons done {/ig. 53) un parallelepipede droit k base 
rectangulaire reposant sur un plan horizontal que nous sup- 
poserons parfaitement invariable, et soumis k une force ver- 
ticale P qui s'exerce dans le plan diametral mn de ce prisme 
h une distance a de Tar^te B' b'. 

Nous admettons que le corps se comprime sous Taction de 
la force P, de telle sorte que les molecules situ^es avant la 
deformation dans un plan B'B'', parallele k la base, se trouveni 
apres cette deformation dans un m^me plan b' b'', et qu'il est 
compose de fibres verticales ind^pendantes pour ainsi dire les 
unes des autres, de maniere que chacune d'elles se comprime 
comme si elle 6tait seule. 

Considerons une de ces fibres AB. Elle a diminue de B6; 
done, si w est la section de cette fibre, p etant la pression 
moyenne par unite de surface, la pression pent ^tre repre- 
sentee par 

en posant 

Bb — h. 

La resultante des pressions individuelles telles que /?&) doit 
6tre egale h P ; done on a 

Or, hd) est proportionnel au volume du tronc de prisme 
vertical compris entre les plans B'B'' et b' b" et dont la base 
est w; la pression totale P est representee par le volume du 
prisme B'b'B'^b'', et sa direction doit passer par le centre de 
gravite de ce solide. Done, si h' et h" designent les longueurs 
B'b' etB"b\ on aura 

2 

d'ou 



a h'-\-h" 
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en appelant ^ la surface de la base du solide. Les pressions 

extremes sonl 

p' :■=-. kh\ 

p' --=. kh" ; 

iVoix 

, P ih' 



/r 



,_P lh 

h! 
II suffil, pour avoir acheve, de trouver le rapport tt?- Pour 

cela, exprimons que le centre de gravite du solide dont la base 
est "&Wh" y est sur la direction de P. II suffira d'exprimer 
que le centre de gravite du trapeze WVWh^ est ^ la mdme 
distance a du c6t^ B'6' que le poids P, ou que Ton a 

(A -i-A'Oa.:::A'|-f-A'^|/, 



d'oii Ton tire 






h! 
h!' 


2 - 

«> 

~l 


3a 

~7r 

— r 




Done 














h! 




2 


3 a 




h" 


3a 


A'-h 


K^ 


h' -}- h" 


/ 



-i; 

done, enfin, les pressions/)' tip' sont 

/ 3a\P 

En supposant a < -, la pression p' est plus grande que p''. 



2 

Si Ton a 



a I 

7-3' 



on a 



2? 

P"-o et P'=-Q 
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/>' est done double de la pression moyenne. Cette pression 
peut encore augmenler en supposant que a diminue. Alors la 
pression p" devienl negative. II semble nalurel d'inlerpreter 
ce r^sultat en supposant qu'il y a une tranche de inur pour 
laquelle la pression est nulle; c'est la tranche qui est ^ une 
distance 3 a de Tar^te ou cette pression est un maximum. A 
partir de cette tranche, il n'y a plus de pression, de sorte que 
la pression totale se r6partit sur une epaisseur de mur 3a et 
qu'au del^ il n'y a plus pression des surfaces en contact; le 
joint est ouvert. La pression/?' devient alors egale a 

2P 



3a6 



Ces considerations trouventleur application dans la theorie 
des voCltes {fig. 54). Lorsque la pression entre deux voussoirs 
se rapproche trop d'une ar6te B, le joint s'ouvre du c6te de 

Tar^te oppos6e, etil peut y avoir ^crasement au point B, bien 

p 

que la pression moyenne -^ soit bien inferieure a la limite de 

la resistance des mat6riaux. 



(•) Etant donnee la distaace a, si Ton fait / = aa, la pression est unifor- 
mement r^partie sur la base lah, et Ton a 

tandis que si Ton augmentait I'epaisseur totale du mur de maniere i avoir 
/ = ou > 3a, on aurait 

/,".«, mais P'=\^- 
Ainsi, quoique la base fAt augmentee, la pression extreme />' serait aug- 

2 I 

mentee dans le rapport de ^ a - > ou de 4 ^ 3. 

2* 

II ne faut d'ailleurs pas oublier que tons ces r^sultats sont fond^s sur une 
hypothese plus que contestable, et qu'ils ne sont pas directement v6rifiables 
par Texp^rience. lis ne doivent, par consequent, 6tre admis que pour ce qu'ils 
valent, c'est-^-dire comme donnant lieu a des regies qu'il est sage de suivre, 
dans rimpossibilit^ oii Ton se trouve de jamais savoir ce qui se passe effec- 
tiyement quand deux faces planes en contact sont pressees Tune contre I'autre 
avec une force d^termin^e. 



PRBHI6RE SECTION. - 



n LA Btl.ANCE DE RoBEHVAL E 



Oo n'a retrouvS, dans le lexte prtpar^ par M. Bour, rien qui corres- 
pondil mi- fig. 33, 34 et 346iv de la PI. XXXII. Lb Note que doub 
donnons ici est destin^e ^ combler ceite lacune. 

Balance dc Quiiilenz (fig. 33). 

La balance de QuiDtcnz, doDt \a fig. 33 represenle une coupe longitu- 
dinale, comprend iin sysL^me de deux leviers : Tun, AF, est mobile dans 
le plan vertical autonr du point fise 0; it porte h son extrfimil^ le pla- 
teau sur lequel on met les poids Q destines k elTectuer la pesce. L'autre 
levier, ED, est mobile autour d'un point D lix£ dans la caisse de I'appa- 
reil; il supporte en B un point de la plate-forme AA', et son extr^mit^ 
libre, E, est suspeiidue par une tige verticale au point F du premier 
levier. 

Une seconde tige verticale, GK, attach^e au point G du levier FH, 
porle la traverse K, ^ laquelle la plale-forme AA' est invariablemenl li£e. 

La plate-forme AA' repose done sur les deux points B et K, ratlachSs 
aux points F et G du levier sup6rieur. 

Imprimong au point h un d^placement vertical inBnIment petit t, le 
seul qui soit compatible avec les liaisons. II en r6sulte pour les points G 
el F du levier sup^rieur des d^placements verticaux dirigSs en sens con- 
traire, et 6gaux respectivement k 

^^ OH ^^ oh' 

Le premier d^placement est transmis integralement au point K de la 
[liciLe-forme par 'rinEerm6dtaire de la tige GK. Le second, transmis de 
mftme au point E.du levier infgrieur, communique seulement au point B 
do la plate-forme' nn d^placement vertical r^uit dans le rapport des 
distances BD, ED, et 6gal k 

OF BD 
^^ OH ^ ED' 
\.f.ii dSplacemenls simultanes des points B et K seront done ^gaux, et, par 
suite, la plate-forme se d6placera parallfilement k elle-mfime si Ton a 
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Supposons que la construction de la balance satisfasse k cette condi- 
tion. Le corps P dont on veut d6tenniner le poids pourra 6tre plac^ en 
un point quelcoiique de la plate-forme AA'. Le poids Q, qui fait equilibre 
au poids P, produit, pour un d^placement vertical infiniment petit t du 
point H, un travail virtuel egal a Qs; et le poids P, pour ce m^me de- 
placement, produit un travail virtuel de signe contraire, 6gal au produit 
de P par le d6placeraent de la plate-forme, c'est-a-dire 6gal ^ 

PXSX^. 

I Le th^or^me du travail virtuel donne done pour unique condition 

I d'6quilibre I'^quation 

OG 



d'ou Ton dMuit 



Qe = Pex^, 



OH 



1 } 



Q OG 

de sorte que, pour la pesee, tout se passe comme si le poids P 6tait 
suspendu au seul point G. 

La poign^e L, mobile autour du point N, sert a fixer le levier S4ip6- 
rieui^ et k empficher le jeu de I'appareil. On I'abaisse au moment des 
pes^s, pour rendre leur liberty aux pieces mobiles. 

Deux petits index saillants, tallies en biseau et reli6s Tun au levier HO, 
I'autre k la partie fixe de la balance, sent places en regard Tun de I'autre 
au point L L'affleurement de ces index indique que I'^quilibre est obtenu. 

Balance de Roherval {fig- 34)- 

Les deux c6t6s AB, CD d'un parall61ogramme articul6 ABGD sent mo- 
biles autour de deux points fixes E et F, situes sur une droite parallMe 
aux deux autres c6t6s AD, BG. La figure est tout enti^re situ6e dans un 
plan vertical. La deformation de la figure n'altere pas le parall6iisme des 
c6t6s AD, BC et de la droite fixe EF; lorsqu'on imprime au systeme un 
d^placement quelconque, chacun des cdt^s lat^raux est done anim6 d'un 
mouvement de translation ; les vitesses simultan6es de chacun d'eux sent 
paralleles, dirig6es en sens contraire et proportionnelles aux distances 
AE, EB. . 

Mettons un poids P dans un plateau qui fait corps avec le c6t6 AD, et 
un poids Q dans un plateau faisant corps avec le c6t6 BG . II y aura Equi- 
libre entre les poids P et Q dans toutes les positions de la figure, pourvu 
qu*on ait la relation 

P _ EB 

~ AE' 
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En effet, appelons e la projection sur une verticale du d^placement com* 
mun a tous les points du cdt6 AD lorsque le parallelogramme recoit une 
deformation infiniment petite. Le travail de la pesanteur sur le poids P 
sera P x e. Mais la mdme deformation imp rime en sens contraire k tous 

EB 

les points du c6t6 BG un d^placement vertical 6gal ^ e x ^p > et le 

EB 

travail de la pesanteur sur le poids Q est, par suite, 6gal ^ Qe x t-=- II 

y a done ^quilibre si Ton a 

Pe = Qex|| 

ou bien 

P _ EB 

Q ~ AE* 

L'6quilibre est indifferent, car il a lieu dans toutes les positions possibles 
du syst^me. Les poids P et Q peuvent d'ailleurs 6tre appliques soit en 
des points des c6tes AD et BG, soit en des points P' et Q', reli6s invaria- 
blement k ces cot^s et entrain^s par leur mouvement de translation. Le 
changement de place des poids P et Q ne trouble pas r^quilibre, et n'a 
d'influence que sur les efforts int6rieurs d^velopp^s dans les cdt6s du 
paralieiogramme et sur les charges des points fixes E et F. 

La balance de Roberval est ordinairement dispos6e de maniere que la 
droite EF soit verticale, et qu'elle divise en deux parties 6gale8 les c6t6s 
AB, GD. L'equilibre exige alors que les poids P et Q soient ^gaux. 

La ^g. 34 bis represente les articulations de Tappareil aux sommets 
du paralieiogramme et aux centres de rotation E et F. Les dispositions 
adopt6es ont pour objet de r^duire le plus possible le travail du frotte- 
ment d6velopp6 au contact des pieces mobiles, qui doivent se toucher 
mutuellement par des aretes vivos. 
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DEUXIEME SECTION. 

DES MACHINES A L'ETAT DE MOUVEMENT 

UNIFORME. 



CHAPITRE I. 

NOTIONS GfiNfiRALES SUR LE TRAVAIL DES FORCES 

DANS LES MACHIiNES. 



§ I. — Importance de la notion du travail. 

Nous avons defini le travail elementaire d'une force F dont 
le point d'application parcourt un espace ds par Tequation 



et nous nous sommes servi de la consideration du travail vir- 
tuel pour enoncer le theoreme dont nous avons fail la base de 
la Statique. 

Le travail proprementdit, correspondant a un d^placement 
reel, joue un grand r61e dans la Mecanique industrielle. Nous 
allons commencer la theorie des machines par Tetude de cette 
quantity, afin de juslifier la denomination de travail, emprun- 
lee au langage des economistes, et qui, jusquHci, n'a eu pour 
nous d'autre avantage que d'exprimerd'une maniere abreg6e 
le produit d'une force par une longueur, ces deux qipntites 
^tant considerees comme independantes. 

Quand on etudie les divers effets m^caniques que les forces 
en general sont appelees a produire dans les machines, on est 
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toutde suite amene a ranger dans deux classes tout a faitdis- 
tinctes les services qu'une force quelconque pent rendre h 
rindustrie. 

Tantot on emploie des forces, des poids par exempie, a s'e- 
quilibrer mutuellement, c'est Tetat statique : alors la force se 
presente a nous comnie une chose qui subsiste, et dont on 
use indefiniment sans la consommer. L'<§quilibre une fois 
etabli persiste, tant qu'une cause ^trangere ne vient pas Tal- 
terer. Dans la Section precedente, nous avons donne de la 
maniere la plus g6n6rale les lois de T^quilibre des forces appli- 
qu6es a une machine quelconque, et nous n'avons pas a reve- 
nir la-dessus. 

Mais tel n'est pas le cas habituel de Temploi des forces dans 
rindustrie; on les applique h des machines en mouvement, el 
Ton veut produire un certain effet; par exempie, elever des 
fardeaux, comprimer ou broyer des corps, tourner, couper, 
percer le bois ou les m6taux. 

Quelles sont les lois de Taction des forces appliquees k une 
machine en mouvement, a une machine qui travaille, dans 
Tacception vulgaire du mot? Quelles sont les forces k d^ve- 
lopper pour produire un effet donne, et pour le produire d'une 
maniere industrielle, c'est-a-dire avec la plus grande perfec- 
tion et la plus faible depense possible? Telles sont les ques- 
tions en presence desquelles nous nous trouvons actuelle- 
ment, apres avoir completement et simplement 61ucide toutes 
celles qui se rapportent a I'etat statique des machines. 

Et d'abord, qu'est-ce qu'une machine? Voici la definition 
qu*on en donne ordinairement : 

Une machine est un systeme de corps, les uns fixes, les autres 
mobiles, Ces dernier s regoivent en certains points Faction de 
forces donnees, et exercent en d'autres points, sur les corps 
soumis d Faction de la machine, des forces qui different gene- 
ralement des premieres par leurs intensiies, par leurs direc- 
tions et par les vitesses de leurs points d* application, 

Nou# ajouterons seulement a cette definition que, dans le 
cas d'une machine en mouvement, il y a necessairement, non 
seulement effort exerc6 par le moteur, comine lorsque cet 
agent avait simplement pour mission de faire equilibre h une 
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resistance quelconque; mais il y a de plus deplacement du 
point auquel est applique Feffort moteur : il y a done travail 
de cet effort, dans le sens geometrique du mot. 

Considerons egalement le point ou la resistance est appli- 
qu6e; nous reconnattrons de la ra^me maniere que, non seu- 
lement cette resistance est contre-balanc6e par I'effet des puis- 
sances, mais encore qu'elle est vaincue, c'est-a-dire que son 
point d'application raarche en sens contraire du mouvement 
que cette force tendrait a lui imprimer, si elle agissait seule. 

II y a done ^ la fois, comme condition tout h. fait necessaire 
de la marche de la machine, travail de la puissance et travail 
de la resistance. Le mot travail est ici toujours pris dans son 
acception geometrique; mais on commence dej^ a se rendre 
compte de la justesse de cette denomination etrangere au Ian- 
gage de la Science pure : en effet, on vient de le voir, sans 
travail geometrique, point de travail industriel. 

II suit de la qu'un moteur est un corps qui doit avoir la 
propriete, non seulement de developper une force sur un autre 
corps, mais encore de faire decrire en meme temps un certain 
chemin au point d'application de cette force, dans le sens de 
son action. Cette double condition est indispensable. Or, une 
remarque qu'on n'a pas tarde ^ faire, c'est que, dans toutes 
les machines imaginables, du moment que la machine fonc- 
tionne et produit un certain resultal industriel, le moteur, 
quel qu'il soit, se trouve toujours au bout d'un certain temps, 
pour une raison ou pour une autre, dans I'impossibilite de 
continuer k exercer utilement son action. 

L'homme et les animaux, qui sont certainement les plus 
anciens moteurs utilises, ne tardenl pas ^ redamer du repos 
et de la nourriture; I'eau qui fait tourner la roue d'un moulin 
s'ecoule suivant sa pente naturelle ; la vapeur de nos machines 
a feu se condense apres avoir rempli son office; et il faut dans 
tous les cas, a certaines epoques plus ou moins rapprochees, 
remplacer le moteur epuise par un autre, a moins qu'on n'ait 
le moyen de replacer celui dont on a fait usage dans des con- 
ditions telles qu'il puisse fournir une nouvelle campagHe. 

Depuis qu'on est parvenu a substituer k peu pres univer- 
sellement des agents inanimes a Thomme et aux animaux, 
dont les besoins de reparation sont trop manifestes, le reve 
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d'un grand nombre d'inventeurs a ^l6, el sera loujours, de 
Irouver un agent nalurel qui, appliqu^ k une machine appro- 
pri6e, entretienne ind^finiment le mouvement de cetle ma- 
chine en surmonlant une resistance continue. 

Malheureusemenl, la chim^re seduisante du mouvement 
perpetuel cache une absurdite mathematique, et nous demon- 
trerons tr^s prochainement que, quelle que soit la disposition 
imaginee, la puissance motrice d'une machine est quelque 
chose qui se consomme, qui se depense en raison m6me de 
Tusage qu'on en fait. Le probleme de la Mecanique indus- 
trielle est de rechercher quelles sont les dispositions k em- 
ployer pour effectuer une operation defmie en reduisant la 
depense au m^inimum, 

Ce dernier point est une condition indispensable de Texis- 
tence de la grande Industrie. 

G'est done ce fait capital de la depense qui distingue d'une 
maniere absolue Tetat dynamique d'une machine de son etat 
statique. 

Sur quel 616ment porte d'ailleurs la depense? Qu'est-ce qui 
disparait dans une machine en marche? Comment le moteur 
finit-il par se trouver incapable de continuer son service? 
D'apres ce que nous avons dit, cela pent arriver de deux ma- 
nieres, soit parce que cet agent ne pourra plus exercer d'ef- 
fort sur la machine, soit parce que le point d'application de 
Teffort exerce ne pourra plus se d6placer dans la direction de 
cet effort. Dans tous les cas le moteur ne pourra plus d^ve- 
lopper de travail, 

Etudions quelques cas tres simples. 

Par exemple, on monte le ressort d'une pendule, et le res- 
sort ainsi mont6 est capable d'imprimer en se d^bandant le 
mouvement a la pendule, mais a la condition de voir sa ten- 
sion diminuer k mesure qu'il produit son effet : quand le res- 
sort est revenu a son etat primitif, il faut le remonter pour 
que le mouvement continue (*). 

( ' ) Au coatraire, les ressorls d'un fauteuil peuvent servir ind^fiaiinent 
^ I'usage auquel on les destine, du moins tant que leur structure physique 
n'est point alt^r^e, comme elle Test n^cessairement k la longue, aussi bien 
que celle du ressort du pendule, par des causes dont nous n'avons pas en 
ce moment a nous occiiper. 
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Le ressorl qui fait marcher le mouvement d'horlogerie est 
souvent remplac6 par un poids, et le poids en descendant 
d'une hauteur determin6e remplit exactement le m^me office 
que le ressort en se debandant; il faut aussi le remonler 
lorsqu'il est arrive au has de sa course, si Ton veut qu'il 
continue de rendre le m^me service ; le poids n*a rien perdu, 
difiF6rant en cela du ressort; mais il se Irouve comme celui-ci 
dans des conditions telles qu'il ne peut plus continuer k faire 
marcher la machine. 

On pourrait m^me imaginer, sinon realiser, des dispositions 
telles que Tintensite de la force molrice, non seulemenl ne 
diminu^t pas par suite de son action sur la machine, mais 
qu'elle augmenl^t au contraire dans une proportion quelcon- 
que. Considerons, par exemple, une molecule, un petit corps 
attire par une masse fixe ; en c6danl a cette force, le corps peut 
exercer un certain effort sur un piston. Au bout d'un certain 
temps, la force avec laquelle notre corps presse le piston n'a 
pas diminu6; loin de ISi, elle a grandi dans le rapport inverse 
du carr6 de la distance qui s^pare les deux masses agissantes; 
elle augmentera ainsi jusqu'^ devenir th^oriquement infinie, 
precis6ment au moment ou la masse mobile sera venue se 
pr6cipiter sur le corps attirant, etou la continuation du mou- 
vement sera devenue impossible. 

Dans les trois exemples qui precedent, nous voyons 6gale- 
ment un certain effet produit, avec cette difference que dans 
un cas la force motrice a disparu, que dans Tautre elle est 
rest6e constante, que dans un troisieme enfin elle a grandi. 
Mais dans tous les cas, pour une raison ou pour une autre, k 
pariir d'un certain instant, la continuation du mouvement est 
dey enne physiquement impossible. 

C'est done une chose non seulement inexacle, mais, de plus, 
absolument vide de sens, que de dire, comme on le fait quel- 
quefois, qu'une machine qui travaille consomme de la force, 

Une force, c'est un nombre de kilogrammes; or une horloge 
ne consomme pas le poids qui lui a donne le mouvement; et 
si nous trouvons dans certains cas, comme dans Texemple du 
ressort, disparition de la force apres qu'elle a produit son effet, 
dans d'autres cas, au contraire, la force croit en s'utilisant, elle 
finit m^me par devenir infinie, comme dans notre troisieme 
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exemple, au moment precis ou elle ne peut plus d6velopper 
d'effet utile, parce que la continuation du mouvementde son 
point d'application est devenue impossible. 

II suffit d'ailleurs de se rappeler la th6orie de Tequilibre 
pour reconnaitre combien la force proprement dite semble 
jouer un rdle peu important dans les machines. Celles-ci ont 
pr^cisement ete inventees pour multiplier la force pour ainsi 
dire a I'infini, et la plus petite force peut faire equilibre a une 
force quelconque, par Tintermediaire d'une machine conve- 
nable; seulement, quelle que soit la disposition employee, on 
salt que, si Tequilibre venait k ^tre rompu accidentellement 
dans un sens ou dans I'autre, le travail de la puissance devrait 
toujours ^tre rigoureusement egal au travail de la resistance. 

Tel est le theorem e du travail virtuel, base de toute la 
science de T^quilibre des machines. 

Or, c*est cette m^me quanlite geometrique que nous appe- 
lons le trai^ail d' une force y fonction composee de Tintensite 
de la force et d'un mouvement toujours plus ou moins inde- 
pendant de cette force, c*est cette quantite, dis-je, qui joue 
6galement le r61e le plus important dans la theorie des 
machines en mouvement. 

Nous avons vu que, lorsqu'une machine travaille, il y a a la 
fois resistance vaincue et d6placement du point d'application 
de la resistance en sens contraire de son action. 

Nous avons vu aussi que, pour qu'une machine soit capable 
de vaincre une resistance, c'est-k-dire de faire marcher le 
point d'application de cette resistance en sens inverse de sa 
direction, il faut qu'une force mouvante ou une puissance lui 
soit appliquee; il faut en outre que le point de la machine sur 
lequel agit la puissance marche dans le sens de cette action; 
il faut done que la puissance developpe un certain travail 
positif. Ce travail, developp^ par la puissance, fait que la 
machine soumise a son action peut effectuer le travail corres- 
pondant a la resistance qu'elle a a vaincre; et, ce qu'il importe 
de remarquer, ce travail correspond k quelque chose que le 
moteur a perdu, k quelque chose qui a disparu, consomme 
sans retour par la machine. Que la puissance, par suite de son 
action sur la machine, ait augments, diminue, ou qu'elle soit 
rest^e constante, c'est la un fait tout a fait secondaire; Tes- 
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sentiel, c'est qu'il y a eu du travail depense. Un poids P silue 
k la hauteur H au-dessus du sol peut developper un travail PH, 
mais une fois k terre il ne pourra se relrouver en etat de pro- 
duire k nouveau du travail qu'en subissant a son tour Teflfet 
d'une machine el6vatoire quelconque. C'est un n^gociant qui 
a achete des marchandises et d6pens6 de Targent, il ne peut 
rentrer dans ses fonds qu'en vendant les marchandises qu'il a 
achetees, ou d'autres qu'il avait en magasin (*). 

Mais, apr^s avoir porte ainsi au passif de la machine la 
depense du travail qu'elle n6cessite de la part du moteur, il 
est juste de porter a son actiflQ travail des resistances qu'elle 
a vaincues. En eifet, il y a de ce c6te effet utile produit; il y 
a gain, comme il y a depense aux points ou sont appliqu^es 
les puissances. Des barres de metal ont ete etir^es, forgoes, 
limees ; du grain a et6 r^duit en farine ; on a lance du vent dans 
un fourneau pour produire certaines reactions chimiques, on 
a 61eve des materiaux pesants, etc. ; et toutes ces operations 
se sont accomplies malgre les forces qui s'opposaient aux 
mouvements que I'outil etait oblige de prendre, par suite de 
sa liaison g6ometrique avec le r^cepteur. Le travail de ces 
forces resistantes a ete vaincu, etTon a fait une certaine quan- 
tity ^'ouvrage qui repr6sente le benefice en vue duquel la 
machine a 6te construite. 

Pour bien mettre en relief Timportance du r61e que joue 
dans une machine quelconque, aussi bien le travail moteur 
depense que le travail recueilli, nous dirons, au lieu de consi- 
d6rer une machine comme un interm^diaire charge de trans- 
mettre I'effort du moteur au point ou est appliqu6e la resis- 
tance, que la machine a pour effet de transmettre le travail 
du moteur au point ou Ton a besoin de produire un travail 
resistant. 

Unite de travail. 

Quand on considere le travail au point de vue economique, 
comme ce qui se paye dans Tindustrie, on est naturellement 

(*) Seulement, le negociant realise d'habitude du b6n6fice sur ses opera- 
tions, tandis qu'en M^canique c'est le cootraire. Si nous consid^rons une 
montre et le travail qu'on depense k la remonter tons les jours, ce travail est 
plus grand que celui que le ressort restitue. 

B. - II. 10 
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conduit a eslimer Equivalents, d'une part le travail de deux 
moteurs qui ont fait le m^me ouvrage, d'autre part les tra- 
vaux r^sistants correspondant k deux operations qui, bien que 
d'espece diff^rente, ont 6ie effectuEes par une m6me d^pense 
de travail moteur (^). 

Partant de 1^, on a dCi chercher une unite, un etalon com- 
mode auquel on pCit comparer les quantites d'action d6ve- 
lopp6es par divers moteurs, ainsi qu'une mesure du service 
auquel correspond un effort vaincu quelconque. 

On a pris pour terme de comparaison le cas ou la force, soit 
mouvante, soit resistante, est celle qui nous est le mieux 
connue, celle dont les lois sont les plus simples : la pesan- 
teur. 

Rien de plus facile en effet que d'evaluer num6riquement 
le travail d^veloppe par un corps qui tombe. En effet, faire 
tomber un poids de i^^ d'une hauteur H, ou deux poids de 
5oog' de la m^me hauteur H, c'est identiquement la m6me 
chose, et c'est deux fois ce qui correspond k la chute d'un seul 
poids de 5oos'. Semblablement, qu'un poids P tombe d'une 
hauteur de 2"*, c'est deux fois plus d'action d6pens6e que s'il 
n'etait descendu que de i""; done le travail developp6 parkin 
poids P tombant d'une hauteur H est proportionnel au pro- 
duit PH, et ce travail sera repr6sente num^riquement par la 
quantity 

PH, 

si Ton convient de prendre pour unite de travail industriel 
celui qui correspond au cas oCi le poids P est 6gal k 1^ et la 
hauteur H k i™. 



(') Quand nous avons defini la force, nous avons dit que les forces les plus 
differentes, quant aux caracteres physiques, doivent, consid^rees comme 
causes de mouvement, 6tre traitees comrae des quantites de m^me esp^ce et 
compar^es ^ une unit6 commune, parce qu'on pent les remplacer les unes 
par les autres dans I'equilibre ou le mouvement d'un point materiel. 

Nous retrouvons ici la m6me equivalence au point de vue du travail. Une . 
machine pent ^tre plus ou moins bien appropri^e k Faction d'un moteur plut6t 
que d'un autre; mais, en definitive, une machine k vapeur fera tourner un 
moulin, mouvoir une scie, etc., aussi bien qu'une roue hydraulique ou un 
moulin k vent. 
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Ceci etant une fois admis pour les travaux developp^s par 
la chute d'un poids, on peut mesurer a Taide de cetle unite 
le travail d'un moteur quelconque, par exemple, celui d'un 
cheval qui a fait parcourir a une voiture un espace de 5°^ sur 
une route donnee, en remplagant ]e cheval par un poids, lais- 
sant la m^me chose s'effectuer, et mesurant le travail d6ve- 
loppe. 

La m^me unite peut encore servir a comparer les travaux 
qui correspondent k Tex^cution de deux ouvrages de nature 
diff^rente; car, dans I'^l^vation du poids, on trouvera comme 
pr^cedemment que le service rendu est proportionnel k PH, 
ou qu'il est ^gal h. PH, si Ton adopte Tunit^ que nous venons 
de definir. 

Cette unite de travail industriel porte le nom de kilogram- 
metre (*). Estimer une quantite de travail en kilogrammetres, 
c'est prendre pour mesure du travail industriel V^nergie de 
la force motrice, ou celle de la resistance vaincue, en em- 
ployant pour un instant le vieux mot de Jean Bernoulli. Cette 
denomination, assez mal choisie d'ailleurs, a disparu du Ian- 
gage scientifique, ou plut6t n'y a jamais ^te admise, et Ton dit 
aujourd'hui le travail d' une force ^ pour designer la quantite 
purement geom^trique qu'on obtient en faisant le produit de 
I'intensit^ de la force par la projection, sur sa direction, de 
Tespace parcouru par son point d'application. II estclairqu'k 
ce point de vue il n*y a pas d'unite de travail, pas plus qull 
n'y a d'unite de masse ou d'unite de vitesse. Le produit de 
deux facteurs est 6gal a i, quand chaque facteur est sepa- 
rement egal a son unite ; c'est Ik une chose dans laquelle il n'y 
a rien d'arbitraire, tandis que I'adoption d'une unite implique 
n^cessairement la liberte du choix. 



(*) On definit assez souvent le kilogrammelre en disant que c'est le tra- 
vail necessaire pour Clever i''^ a i"" de hauteur. En r^alit^, un moteur quel- 
conque, pour produire ce resultat, developpera, d^pensera une quantity de 
travail qui variera selon la maniere dont il s'y prendra. Cette quantity, 
comme nous le verrons, ne saurait descendre au-dessous de i ''»"», et, dans 
tons les cas, le service rendu, ce qu'on doit payer a I'homme qui 61eve des 
poids, ou au propri6taire de la machine charg^e de cet office, est propor- 
tionnel au produit PH. Tant mieux pour I'ouvrier qui execute cette opera- 
tion dans des conditions plus avantageuses pour lui que son voisin. 
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Des sources de travail, 

Le temps n'inlervient pas dans la definition que nous avons 
donn^e du travail. Faire un ouvrage donn6 en huit jours ou en 
quinze jours, ce n'est assur^ment pas la m^me chose; mais on 
comprend qu'on puisse mettre k part la question du temps, et 
mesurer la quantite d'ouvrage effectue. Le mot de travail 
s'applique done k une quantite independante de Tidee du 
temps. 

Au contraire, le temps intervient n^cessairement dans 
Tappr^ciation d'une source de travail. De m6me que nous 
estimons la valeur d'une source d'eau au point de vue de Tuti- 
lile publique par le nombre de metres cubes que la source 
pent nous fournir en une seconde, de m^me nous eslimerons 
la valeur d'une machine k vapeur, ou d'un moteur quelconque 
agissant d'une mani^re continue, par le nombre de kilogram- 
metres que ce moteur pent mettre k notre disposition dans 
une seconde. 

L'usage 6tabli est de diviser par 76 ce nombre de kilogram- 
mdtres, et de dire que le quotient repr^sente la force de 
la machine en chevaux, Cette expression est doublemenl 
vicieuse; d'abord parce qu'eile emploie le mot/orce dans une 
acception qui n'est pas la vraie, ensuite parce qu'un cheval 
n*est pas reellement capable de developper d'une maniere 
continue 75'^6™ par seconde. Quoi qu'il en soit, Tunit^ de 
source de travail est un agent capable de developper celte 
quantite d'action; on lui donne le nom de cheval-vapeur, 

§ II. - Principe du travail. 

Apres avoir essaye de faire comprendre Timporlance, dans 
la th^orie des machines, de la quantity geom^trique a laqueile 
nous donnons le nom de travail, nous allons preciser alg6- 
briquemenl ies considerations qui precedent et 6tablir la rela- 
tion qui exisle, dans toute machine en mouvement, entre le 
travail des puissances appiiquees k la machine et le travail 
des resistances vaincues. 
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Considerons d'abord le cas d'un point materiel en mouve- 
ment sous Taction d'une force F; on a pour l'acc6l6ration 
totale 

m 

dv 
L'acceleration tangentielle -^ est la projection de J sur la 

tangente; done 

dv F 



_ cosF, ds, 
at m 



d'ou 



Or on a 



mdvz=:iY dt cosF, ds, 

ds 
dt 



Multiplions ces Equations membre k membre, nous aurons 



( i) mv dv^=^¥ ds cosF, ds = T^F. 

Ainsi, le travail 61eaientaire de la force F, appliquee k un 
point materiel en mouvement, est egal k la diflferentielle 
de I mv^, 

Cela pose, il est evident que la projection F cosF, ds a une 
valeur d^termin^e en chaque point M de la trajectoire du 
point mobile, position definie, comme nous Tavons vu en 
Cinematique, par la grandeur et le signe de Tare s qui s^pare 

le point M de Torigine des espaces; done FcosF, <i5 est une 
fonction de 5, connue ou non; on pent done concevoir qu'on 
calcule rint^grale 



/ 



c?5.FcosF, flf^ 



entre deux positions du mobile Mo et M separ^es par un 
intervalle de temps quelconque t. C'est cette integrate qu'on 
appelle le travail total de la force F pendant le temps ^, ou 
pour le parcours s — Sq, On pent ainsi mettre Tint^grale de 
Tequation (i) sous la forme 

(2) TFr=im(r«~i>J). 
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Or, le produit mv^ a regu le nom ^q force vive. Done : 

Th£or^iie. — Pendant un temps quelconque^ le travail de 
la resultante des forces qui agissent sur un point materiel 
(ou la somme des travaux de toutes les forces directement 
appliquees a ce point) est egal au demi-accroissem^ent de la 
force vive de ce point' materiel. 

En consid6rant le point dont la masse est m comme faisant 
parlie d'un systeme materiel quelconque, il y a lieu, comme 
on salt, de distinguer, parmi les forces appliquees \ ce point, 
les forces F, qui sont exterieures au systeme, et les forces 
que nous appelons interieures, Alors, en faisant la somme 
des Equations telles que (2), nous aurons Texpression analy- 
tique g^nerale du theor^me du travail pour un systeme mate- 
riel quelconque, 

(3) ^Imv^-^'-m^l^-^TY+^Tf. 

On appelle/orc5 vive totale du systeme la somme des forces 
vivos des divers 616ments de ce systeme, et Ton 6nonce Tequa- 
tion (3) de la manidre suivante : 

THigOR^ME GfiNfiRAL. — Dans tout systeme materiel en m,ouve- 
ment, le demi-accroissement de la force vive totale est egal d 
la somme des travaux des forces, tant inter ieures qu' exte- 
rieures, appliquees aux differents points de ce systeme, 

Ce qui fait le grand inter^t de ce theor^me, c'est qu'il peut 
6tre demontre, comme nous Tavons fait, avant d'avoir aborde 
la Dynamique. L'equation que Ton trouve ainsi, presque sans 
calcul, et qui 6tablit une certaine relation entre les forces 
appliquees k un systeme quelconque et les vitesses des diffe- 
rents points en mouvement, cette Equation, dis-je, est sufli- 
sante pour 6tablir la th^orie des machines. 

Nous allons, en effet, montrer que, quelle que soit la con- 
stitution intime d'une machine, quel que soit le moteur qui 
lui soit applique, et Touvrage qu'elle est appel6e k executor, 
il existe des regies generales, qui sont vraies pour toutes les 
machines imaginables, et dont la connaissance est absolument 
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indispensable aux m^caniciens de tons les ordres. Ces regies 
se deduisent toules de notre Equation (3). Nous n*6puiserons 
pas d'ailleurs, en ce moment, toules les consequences ren- 
ferm^es dans cette equation, et nous exposerons seulemenl 
ici les points les plus importants de la th^orie des machines, 
en r^servant pour la parti e du Gours consacree a la Dyna- 
mique proprement dite I'etude des phenomenes les plus 
d^licats. 

Quand nous avons ^tudi6 les machines en Cinematique, en 
nous bornant au point de vue purement geometrique, nous 
avons reconnu des Tabord une immense variete de m^ca- 
nismes, differant les uns des autres par la nature des elements 
employes (solides, liquides, gaz, cordes ou courroies, etc.), 
par la disposition des organes, enfin et surtout par la nature 
de Teffet final, c*est-a-dire du mouvement geometrique pro- 
duit. 

II est resulte de la un certain embarras pour la classification 
et r^num^ration de tous ces engins. Quant a leur th^orie 
geometrique, nous avons dti nous borner a donner quelques 
theoremes plus ou moins generaux, et chaque question parti- 
culiere doit ^tre trait^e d'une maniere distincte par le moyen 
des proc^d^s et des ressources de la Geometric ordinaire et 
de la Geometric analytique. 

4u contraire, des que nous nous proposons de rechercher 
comment ces organes si differents re^oivent et transmettent 
Taction des divers moteurs que la nature met si liberalement 
h notre disposition, tout s'eclaircit, se simplifie, s'unifie. La 
theorie de tputes les machines se r^duit au theoreme unique 
que nous venons de demontrer. 



§ III. — TflfiORIE DE LA TRANSMISSION DU TRAVAIL 

DANS LES MACHINES. 

Reprenons notre equation (3), et, parmi les travaux de 
toutes les forces dont la somme algebrique figure au deuxieme 
membre, d^signons par T;^ le tra^'ail moteur re^u par la 
machine pendant la periode que Ton considere, c'est-a-dire 
la somme de tous les travaux ^iementaires positifs, et par T 
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le travail resistant^ c'esl-k-dire la somme, prise positivement, 
de tous les travaux 616mentaires negatifs. Nous 6crirons alors 

(4) ^Im^'-^lrn^l^.T^-Tr. 

La machine 6lanl siippos^e a liaisons completes, ce qui est 
le cas le plus general, les rapports des vitesses de tous les 
points sont determines par des lois purement geometriques, 
que nous avons etablies dans la Cinematique. Par suite, les 
vitesses des diiferents points s'expriment en fonction des 
coordonn^es qui fixent la forme et la position du systeme, et 
de la Vitesse d*un seul point choisi a volont^. L*equation (4) 
donne cette derniere vitesse k un instant quelconque, si Ton 
connaft pour cet instant la somme des travaux de toutes les 
forces, k partir d'un instant initial arbitraire. 

Pour 6tudier au moyen de cette Equation les circonstances 
principales de la marche d'une machine, nous distinguerons 
les trois p6riodes suivantes. 



Premiere p£riode. — Mise en train de la machine, 

Considerons le moment ou, la machine 6tant en repos, on 
commence k lui appliquer Taction de son moteur. 

La machine se met en marche, surmonte les resistances 
qui lui sont appliqu6es, accomplit un certain travail, et en 
meme temps, comme condition necessaire de son fonctionne- 
ment, elle fait prendre k ses pieces des vitesses qui g^nera- 
lement doivent ^tre maintenues dans de certaines limites 
pour que la besogne soit bien faiie. 

Pour cette premiere periode, I'equation doit s'ecrire 



^lmv^^T„,~T,., 



puisque les vitesses initiales des diverses parties de la ma- 
chine, representees d'une mani^re gen^rale par v^y sont toutes 
nulles. 
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De Ik nous tirons 



(') T, = T„-2^ 



- rrn^^, 



. Done, dans celte premiere periode, le travail resistant vaincu 
par la machine est plus petit que le travail mbteur, et il lui est 
inf^rieur d'une quantity 



ki 



mvy 



egale k la demi-somme des forces vives acquises par lesdiffe- 
rentes pieces de la machine. 

Si done le travail resistant qu*il s'agit de vainere est constant 
dans Tunite de temps, il faudra, dans cette premiere periode, 
developper un travail moteur plus considerable que ce travail 
resistant. 

S*il s'agit d*un moteur anime, il faudra donner un coup de 
collier; s'il s'agit d*une machine hydraulique ou k vapeur, le 
m^canicien qui la conduit devra donner plus d'eau k la pre- 
miere, plus de vapeur k la seconde, et cela jusqu'au moment 
od, la machine ayant atteint sa vitesse normale, le travail va 
devenir regulier. 

Deuxij^he periode. - Travail normal, 

Au point de vue du travail normal, on doit distinguer trois 
classes principales de machines : 

i*» Pour celles de la premiere classe, le mouvement, une fois 
regie, est uniforme. Tels sont les moulins k bl6, les m6tiers 
mus par une roue hydraulique, et un grand nombre d'autres 
machines, caracteris6es en g6n6ral par cette circonstance que 
toutes les pieces, sauf peut-^tre quelques organes accessoires, 
possedent un mouvement de rotation continu et uniforme. 

Une fois ces machines arriv6es a leur vitesse de regime, leur 
force vive ne varie plus d'une maniere sensible, et Ton a pour 
un intervalle de temps quelconque 



m 



T,. :r:r O. 

2* Dans les machines de la deuxieme classe, le mouvement 
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des diverses pieces, pendant la marche r^guliere, s'acc^lere 
et se ralentit alternativement,^mais de telle mani^re que la 
Vitesse de chacun des points de la machine reste loujours com- 
prise entre certaines limites, et que la vitesse de tout le sys- 
teme se retrouve identiquement la meme, k des intervalles 
regies. C'est ce qu'on observe, par exemple, dans les pompes, 
les machines h vapeur, les souffleries, etc. 

Consid^rons des epoques correspondantes de ces intervalles 
successifs, de ces p6riodes de temps, tours ou revolutions qui 
se succedent, et qui sont telles qu'au commencement et h la fin 
de chacune d'elles les vitesses des diverses parties sont les 
m^mes : il est clair que si Ton applique T^quation du travail 
qui a lieu pour un intervalle quelconque, depuis le commen- 
cement jusqu'k la fin de cette p6riode, le premier membre de 
Tequation generale est 6gal a zero, et par consequent le second 
Test aussi; done le travail moteur T^. d6veloppe pendant une 
p6riode, ou pendant un nombre quelconque de periodes, est 
6gai au travail resistant vaincu T,.. 

Ainsi, quoique T^ et T,, ne soient pas 6gaux pour chaque 
^l^ment de temps, Tegalit^ de ces quantit^s pent ^tre regardee 
comme existant en moyenne, pendant toute la duree de la 
marche r^guliere de la machine. On pent done 6crire, pendant 
toute la dur^e du travail normal de la machine, Tequation 

(2) T,.r.T^. 

3° Cette relation serait encore tres approximative quand 
m^me le mouvement de la machine ne pr^senterait pas une 
periodicity r^guli^re, comme dans les locomotives, par 
exemple, et dans beaucoup d'autres machines. En efFet, si 
nous considerons deux instants s^pares par un intervalle suf- 
fisamment grand, il est bien Evident que la force vive ne 
saurait croitre au delk d'une certaine limite, et que par con- 
sequent la quantite 

si elle n'est pas nulle, ne pent d^passer une certaine limite po- 
sitive ou negative, plus ou moins ^levee, selon les cas, mais 
toujours bien d6terminee. 
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Au contraire, la machine ne cesse pas de vaincre des resis- 
tances, et par consequent de consommer du travail moteur; 
done, les deux termes Tm et T;. croissent tous les deux et peu- 
vent depasser une grandeur quelconque assignee k Tavance, 
pourvu que Ton considere un temps suflisamment long. 

Or, Tequation du travail nous apprend que la difference entre 
ces deux termes conserve une valeur toujours assez petite; on 
a done, avec une faible erreur relative, 



m 



T 



Done, en general, on pent dire que, pendant la marche nor- 
male d'une machine quelconque, il y a egalite entre le travail 
moteur developpe et le travail resistant vaincu. Ce resultat est 
independant de la vitesse de la machine. 

TROisiftME p£riode. — Arret de la machine, 

Supposons enfin que nous cessions de fournir du travail 
moteur a la machine. Les resistances continuant k agir, le 
mouvement se ralentira peu a peu, pour cesser au bout d'un 
certain temps. Nous avons pour la periode d'arrit de la 
machine T^quation 



■^'—Ti 



mv^, 



les vitesses finales etant toutes nulles et les vitesses initiales 
etant precisement celles de la fin de la premiere p6riode, 
lesquelles se sont conservees sans alteration pendant toute 
la duree de la seconde, comme il a 6te expliqu6. On d6duit 
de 1^ 



(3) T,^2^ 



mv^. 



Le travail resistant qu'on produit ainsi sans d^penser de 
travail moteur est precisement egal au travail moteur depens^ 
en trop dans la p6riode de mise en train. 
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Theoreme de la transmission du travail. 

Faisons la somme des trois Equations obtenues s^par^ment, 
nous aurons en definitive 



I;t.=2t,. 



De telle sorte que, quelles que soient les variations du mou- 
vement de la machine, le travail d6velopp6 par les forces 
mouvantes qui lui sont appliqu^es pendant tout le temps 
qu'elle est en marche est toujours 6gal au travail d6velopp6 
dans le m^me temps par les forces r^sistantes. 

Ce th^or^me remarquable est connu sous le nom de theo- 
reme de la transmission du travail. 

II consiste essentiellement en ce que, quelles que soient la 
multiplicity et la disposition des organes d*une machine 
(toutes choses qui permettent de modifier d*une maniere 
v6ritablement merveilleuse la direction, la grandeur et le 
mode d'action d'une force quelconque, en m6me temps que 
les vitesses des differents points soumis Si cette action), il y a 
pourtantune chose sur laquelle nous n'avons aucune influence : 
c'est la quantity de travail \ d^velopper; cette quantit6 doit 
toujours 6tre rigoureusement 6gale au travail des resistances 
k vaincre (*). 



( » ) C'est ce que le P. Mersenne fait parfaitemeot sentir dans le petit ouvrage 
d^j^ cit^ k I'occasion de la th^orie des machines en ^quilibre : 

« Avant qae d'entreprendre la speculation des instruments de la Mecha- 
nique, il faut remarquer en general les commodites et les profits que Ton 
pent en tirer, afin que les artisans ne croient pas qu'ils puissent servir aux 
operations dont ils ne sont pas capables, et que Ton puisse lever de grands 
fardeaux avec peu de force; car la nature ne pent ^tre tromp^e ni c^der k 
ses droits, et nulle resistance ne pent ^tre surmont^e que par une plus grande 
force. » Nous dirions aujourd'hui, pour Atreplus corrects : que par une force 
developpant un travail plus grand. 

« Il faut done ici consid^rerquatre choses, k savoir : le fardeau que Ton 

yeut transporter d'un lieu k un autre, la force qui doit le mouvoir, la dis- 
tance par laquelle se fait le mouvement, et le temps dudit mouvement, parce 

qu'il sert pour en determiner la vitesse ; de sorte que, si I'on suppose telle 

resistance, telle force et telle distance determinee que Ton voudra, il n'y a 
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Forme definitive de I'iquation du travail. 

Le th^orfeme Tondamental del'^galit^ entre le travail moteur 
el le travail resistant n'est vrai que si I'on a soin de tenir 
compte, dans I'^valuation de ce dernier ^l^ment, des resis- 
tances de toute nature qui tendent ^ s'opposer au mouvement 
de la machine. Or, au point de vue ^cononiique, industriel, 
il y a lieu de diviser ces resistances en deux categories bien 
dislinctes, comprenanl : 

D'une part, les resistances utiles, c'cst-ii-dire celles qui 
correspondent Ji I'ouviage mSme que la machine est deslinfie 
(I execute r. 

D'aulre part, les resistances qui se d^veloppent dans la 
machine par suite de son mouvement (comme les frottements 
entre les pieces solides donl la machine est form^e ), resistances 
qui n'ont Hen de commun avec le travail en vue duquel la 



nul doule que la force requiseconduira le fardeau Sla distance don n£e, quoy 
qne ladite force soil trfis-petite, ponrvu que Ton divise le fardeau ea tant de 
parties que la force puUse en mouvoir une, car eiie les transportera toutes 
les unes apr^s lesautres; d'od it s'ensuit que la moindredu monde peut trans- 
porter tel poids que Ton voudra. 

B Mais Ton ne peut dire i. la fin du trapsport qae Ton >ryt remn^ an grand 
fardeau avec pcu de force, puisqu'elle a toujonrs esii igale 4 chaque parlie du 
fardeau : de maniere que I'on ne gaigoe rien avec lea instruments, d'autant 
que si Ton applique une petite force i un grand fardeau, il faut beauconp 
de temps, et que si I'on leut le transporter en peu de temps, il fant une 
grande force 

n Nrianmoins les machines soat utiles pour mauvoir de grauds fardeaux 
tont d'un coup sans les diviser, parce que I'on a souvent beancoup de temps 
et peu de force ; c'est pourquoy la longueur du temps recompense le peu dc 
force. Mais celuy-lii se tromperait qui voudrait abr^ger le temps en n'usant 
que d'uoe petite force, el monlrerait qu'il n'entend pas la nature des ma- 
chines, ny la raison de leurs effets, etc. 

B Or, il faut conclure de lout ce discours que I'on ne peut rien gatgner 
en force qu'on ne le perde en temps, etc. j> 

{Les Mechaniques de Galilee. Chap. I" : De I'utilite des machines.) 



II est impossible de mieux faire ressortir I'importance capitale de ce grand 
principe, que I'observation attentive retrouye dans loutes les machines, et 
qui constitue lout ce qu'il faut ajouter aui considerations de G^omfitrie 
pure pour avoir la Ih^orie complete d'une machine quelcanque. 
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machine est employee; elles sont d^sign^es sous le nom de 
resistances passives ( * ). 

Soient T le travail des resistances utiles, Tp celui des resi- 
stances passives, on a 

T, z= T -H Tp, 

et Ton 6crit ordinairement T^quation du travail sous la forme 
d'oti nous tirons 



T = T.-T,-{2i-'-25 



- /wp^ — y. - mvl 



Equation qui, si Ton consid^re un intervalle de temps suffi- 
samment grand, se reduit, comme nous Tavons vu, a 

Tz=T,„-Tp. 

Le travail utilise par la machine est done toujoursinf^rieur 
au travail moteur d^pense, puisqu'il est 6gal k ce dernier, 
diminu6 du travail des resistances passives. 

Du rendement dune machine, — On appelle effet utile, ou 
rendement d'une machine, le rapport du travail utilise au tra- 
vail d6pens6, c'est-k-dire la fraction 

T T T T 

m ^ m *■ m 



(*)Ges resistances sont doublement nuisibles, d'abord parce qu'elles con- 
somment inutilement du travail moteur, ensuite parce que ce travail absorb^, 
devant toujours se retrouver balance dans le budget d'une machine par une 
quantity ^quivalente de resistances vaincues, et se trouvant completement 
perdu pour Teffet utile, est employ^ uniquement a user les diverses pieces, k 
echauffer les organes ou k d^velopper des vibrations qui se transmettent aux 
supports et nuisent k la regularity du travail de I'outil. 

T_ 
( « ) Le rendement est egal ki — ~i de sorte que la determination de cette 

m 

quantite exige que nous etudiions d'une maniere complete les differentes 
causes des resistances passives qui diminuent ce rendement et le rendent 
plus ou moins inferieur k I'unite. 
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C'esl Ih l'616ment le plus important qu'on ait a consid6rer 
dans les machines, quoique cependant ce ne soit pas le seul; 
car d'autres choses, telles que la facilite de d^placement de la 
machine, la perfection du travail, T^conomie de frais de con- 
struction et d'entretien doivent entrer en ligne de compte. 

Le rendement d'une machine s'exprime par une fraction 
donn6e ordinairement en centidmes, dont la grandeur per- 
mettra d'appr6cier la bont6 de la machine et I'importance des 
perfectionnements qui restent h faire. 

Disons des maintenant qu'on estime comme excellentes, 
sous le rapport de Teffet utile, celles qui rendent en travail 
les o,5o ou o,6ode la quantity d'action absolue depensee par 
le moteur, et qu'il en existe un grand nombre, precisement 
celles qui se distinguent par la complication et la multiplicity 
des rouages, qui ne rendent pas meme ^^ ou ^ de cette quan- 
tity d'actioh. 



§ IV. — Etude d'un avant-projet de machine. 

Les considerations qui precedent sufllsent pour faire com- 
prendre la marche h suivre quand il s'agit d*arr^ter sommaire- 
ment les Elements principaux d'une machine, d'en faire Vai^ant- 
projet, 

Du moteur, — Connaissant la quantite de travail resistant 
qui doit 6tre vaincue dans Tunit^ de temps, on connaft par 
cela meme la quantite de travail moteur k d^velopper dans le 
mSme temps, c'est-a-dire la force de la machine en chevaux. 
Le nombre qui correspond au travail des resistances utiles 
devra etre multiplie par un certain coefficient, inverse de celui 
que nous avons appeie le rendement. 

Quant a la nature du moteur, au point de vue m^canique 
elle est indifferente; c'est uniquement aux conditions 6cono- 
miques speciales dans lesquelles on se trouvera plac6 qu'on 
devra faire appel pour fixer son choix entre les divers moteurs 
dont on pent faire usage. 

Du recepteur. — Les recepteurs sont les premieres pieces 
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mobiles qui fassent partie de la machine proprement dite : ils 
sont en liaison directe avec le moteur d'une part, avec la trans- 
mission de Tautre. 

Pour chaque moteur en particulier, il faut etudier les divers 
recepteurs connus. Cette 6tude se fait dans tons les Cours de 
Mecanique; elle determine les appareils qui doivent etre con- 
damn^s d'une maniere absolue, et ceux parmi lesquels on 
pourra choisir suivant les cas et qui permettent le mieux k 
Tagent moteur de developper son action en raison de sa nature 
et de sa qualite. 

Ce n'est pas tout : le choix du r^cepteur une fois arr^t^, 
nous verrons qu'il existe pour chacun de ces organes une Vi- 
tesse de regime, une allure normale dont iln'estpas possible 
de s'ecarter beaucoup, sans diminuer, en general, notablement 
le rendement de la machine. La vitesse du recepteur peut done 
^tre consideree comme connue a priori, ind6pendammentde 
la machine a metlre en mouvement et de I'ouvrage a faire. 

De Voperateur. — De m^me Toutil k employer, la vitesse 
avec laquelle ii doit fonctionner sont deux choses determin6es 
^par la consideration de Teconomie du travail, mais surtout 
par celle de la bonne execution de I'ouvrage; dans tous les 
cas, par des considerations dans lesquelles n'entre pour rien 
le reste de la machine. L'etude des machines-outils doit etre 
k peu pres reservee aux praticiens. 

De la transmission. — Nous avons determine s6parement la 
vitesse du recepteur et celle de Toutil; le i6ie de la transmis- 
sion est d'etablir entre ces deux organes un rapport de vitesses 
egal au rapport fix6 dans Tavant-projet. Les ressources oflfertes 
par la Cin^matique pour r^soudre ce probl^me peuvent etre 
consid^r^es comme indefinies, et Ton n*aura pour ainsi dire 
jamais k se pr^occuper de cela dans la fixation des vitesses 
les plus convenables pour le recepteur et pour Toutil. 

C'est dans la transmission de mouvement que reside Tutilite 
de la machine : on peut, au moyen d'organes convenablement 
disposes, transformer et modifier de mille manieres le travail 
fourni par un moteur quelconque. Cependant il ne faut jamais 
abuser de ces organes qui, en m^me temps qu'ils facilitent la 
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distribution du travail, augmentent les resistances passives, et 
par consequent diminuent le travail utilise. 



Du mouvement unifornie (*). 

• 

Nous avons vu que, dans la plupart des machines^ le travail 
moteur n'est pas a chaque instant 6gal au travail resistant cor- 
respondant. Tant6t il le surpasse et tant6t ii en est surpasse; 
par suite, la machine s'acc61ere etseralentitperiodiquement, 
de maniere k gagner ou a perdre dans un temps donn6 une 
quantite de force vive pr6cis6ment 6gale au double de Texces 
positif ou n^gatif du travail moteur sur le travail resistant pen- 
dant le meme temps. 

Or, il est gen^ralement important^ quand une machine est 
destinee \ marcher pendant un temps un peu long, que son 
mouvement s'^carte le moins possible de I'uniformite. 

En efTet, dans les machines qui possedent le mouvement 
uniforme, et ou les puissances et les resistances agissent d'une 
maniere continue et avec la m^me intensite d*action, les pieces 
se conduisent toujours de la m^me maniere et demeurent sans 
cesse en contact, sans ^prouver aucune secousse nuisible, 
aucun changement brusque de vitesse; et commeles quantii^s 
d'actions elementaires revues et iransmises par chacune d'elles 
sont 6gales et constantes, ou qu'il y a equilibre a chaque in- 
stant, de m^me que pour la machine emigre, les chances de 
destruction sont moindres et Ton peut apprecier dans chaque 
cas les eflorts supportes et la solidite maximum qui convient. 

De plus, comme il existe pour chaque moteur une vitesse 
du point d'application qui rend le travail communique a la 
machine un maximum, et que la quality et la quantite du tra- 
vail des outils dependent aussi de leur vitesse et surtout de 
la Constance de cette vitesse, on voit que le cas le plus avan- 
tageux possible sera celui ou les vitesses des pieces ext^rieures 
de la machine seront telles que le reclame chaque genre de 
moteur et de travail, et resteront invariables pendant le mou- 

(*) Ce paragraphe est extrait, pour la plus grande partie, des Lemons pro- 
fessdes par M. Poocelet, k I'Ecole d'AppIication de Metz. 

B. - II. II 
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vemenl aussi bien que celles des pieces intermediaires. 

Dans les machines dont le mouvenient est variable d'une 
maniere sensible, le conlraire de lout cela a lieu, sans comp- 
ter les autresinconvenients qui peuvent y ^tre attaches. Ainsi, 
par exempie, il pourrait arriver que le mouvement ne pOt 
aucunement naitre ou s'entretenir, parce que, Taction du 
moteur ^tant intermittente, il y auraitdes instants oii, celle-ci 
ayant toute sa valeur tandis que Tautre a atteint le maximum 
de la sienne, le mouvement de la machine ne pourrait s'entre- 
tenir au passage de ces points morts, 

Meme en supposant que le mouvement puisse nattre et s'en- 
tretenir, il n'en resulte pas moins de son 6tat variable que la 
machine ne travaillera pas sous les conditions les plus avanta- 
geuses possibles, et que ses diff^renftes pieces ^prouveront 
des secousses, des pressions et des depressions qui altereront 
leur constitution et absorberont inutilement une portion du 
travail moteur. 

D'apres ces divers inconvenients du mouvement vari6, il 
semblerait qu'on dtit y renoncer dans toutes les applications a 
rindustrie et se borner uniquemeni aux moyens qui permet- 
tent I'uniformite rigoureuse du mouvement, ce qui reduit a 
n'employer, m^me pour le r^cepteur et Toutil, que des pieces 
de rotation, des courroies sans fin, et a proscrire toute action 
intermiitente de la part du moteur ou de la resistance. C'est 
k quoi tendent tons les efforts des bons constructeurs et des 
mecaniciens instruits; mais, quoiqu'on ait r^solu la question 
pour plusieurs machines importantes d'une maniere suffisam- 
ment approch^e, il n'y a pas d'espoir qu'on puisse le faire pour 
toutes. La nature du moteur et du travail k faire, souvent m^me 
des circonstances de localite, et principalement trop de suje- 
tion dans Tex^cution materielle, trop de d^pense, s'opposeront 
k ce qu'on atteigne le but d'une maniere satisfaisante; du 
moins, on doit chercher k s'en approcher le plus possible dans 
chaque cas particulier. 

Pour cela, on doit d'abord chercher k supprimer autant 
que possible les causes du mouvement variable, c'est-k-dire 
rendre aussi uniformes que Ton pourra Taction de la puis- 
sance et celle de la resistance, et, dans le cas ou cela ne sera 
pas possible, faire en sorte que les variations de ces deux 
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quantit^s soieat correlatives, de maniSre que, dans un temps 
donn^, il y ait loujours 6galite entre le travail moteur et le 
travail resistant. 

Outre les deux causes de mouvement variable que nous 
venons de signaler, il en exisle une troisi^me correspondant 
k la distribution dissym^trique des pieces un peu massives qui 
entrent dans la composition de la machine. 

Consid^rons les roues non centr^es, les pieces i mouvement 
alternatif rectiiigne ou circulaire : elles ont un double effel 
nuisible dans les machines : 

1° Le poids de ces pieces produit alternativement un travail 
positif et n^gatif, selon que leur centre de gravile s'6leve ou 
s'abaisse, et le terme correspondant, en s'ajoutant ainsi tantdt 
au travail moteur, tant6t au travail resistant, ajoute un nouvel 
element aux causes d'irr^gularitS inh^rentes k la nature mSme 
de la puissance et de la resistance. 

3° La presence de ces mfimes pieces se manifeste encore 
par une autre influence blen plus nuisibie, en ce sens qu'elles 
jntroduisent dans I'expression de la force vive du syst&me des 
termes variables dont I'effei perturbateur crolt rapidement 
avec la grandeur des masses mises en jeu, et plus rapidement 
encore avec la vitesse dont ces masses sonl anim^es. 

La science du mecanicien est de faire en sorle que ces 
diverses causes d'irr6gularit6 se combattent mutuellemenlet 
se compensent le plus exactement qu'il est possible. Quand on 
a epuise tous ses moyens d'action clans celte voie, il faut du 
moins faire en sorts que les exces p4riodiques du travail mo- 
teur sur le travail resistant et du travail resistant sur le travail 
moteur ne se traduisentpaspar une trop grande acceleration 
suivie d'un retard du m6me ordre de grandeur. On arrive k ce 
resultat par I'emploi des volants. 

Des volants, 

Un volant est une grande roue fixee i I'un des aibres tour- 
nants de la machine, et prdf^rablement h I'un de ceus dont la 
vitesse est le plus considerable. Pour blen nous rendre compU- 
du mode d'action d'un volant, faisons abstraction des masses 
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des aulres pieces de la machine, et supposons que, pendant 
un intervalle de lemps d6lermin6, il y ait un certain excds du 
travail moteur sur le travail resistant. 

D*apres ce que nous savons, la force vive du volant regoit 
pendant le m^me temps un accroissement num^riquement et 
alg6briquement 6gal au double de cet excds. Or, si Ton assi- 
mile ce volant a un anneau dont la masse est M et dont le 
rayon est egal h R, on aura pour la force vive du volant, w ^tant 
la Vitesse angulaire de Tarbre, 

Mco^RS 

et pour I'accroissement de cette force vive, pour un accrois- 
sement w'— w de Vitesse, 

MR2(a)'*— a)«)=zr.MR2(co + w')(a)'— w). 

On voit que, la variation de force vive etant donnee, la diffe- 
rence w'— CO sera d'aulant plus petite que les trois autres fac- 
teurs seront plus grands, d'ou Ton conclut que : 

Un volant est d'autant plus puissant qn'il a uneplus grande 
masse et un plus grand rayon et qu'il tourne avec une vitesse 
angulaire plus considerable. 

La quantite MR* s'appelle le moment d'inertie du volant. 

Nous verrons plus tard la theorie des volants. Des ^ present, 
on pent observer que ces appareils servent ^ resserrer entre 
des limites convenables les variations de vitesse d'une ma- 
chine. Ce sont, suivant I'expression usuelle, des reservoirs de 
force vive ou de travail^ Temmagasinant quand la force mo- 
irice Temporte, la restituant lorsque la resistance devient 
predominante, le tout sans varier beaucoup de vitesse. 

Dans tout ceci, nous avons suppose la machine regime de 
maniere que son mouvement se compose de periodes r6gu- 
lieres pendant chacune desquelles le travail moteur soit egal 
au travail resistant. 

Ceci exige evidemment que, du moment que la vitesse nor- 
male est atieinte ou que la premiere periode est terminee, on 
change le mode d'aclion du moteur de maniere k lui faire 
d6velopper moins de travail dans I'unit^ de temps (la r^sis- 
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tance 6tanl suppos^e constante) que quand ce moleur avail 
non seulement k vaincre la resistance, mais a faire acqu^rir j)i 
la machine sa force vive normale. 

Les moteurs animes se reglent d'eux-m^nies; les aulres 
exigent ordinairement Tinlervention d'un mecanicien. Cette 
intervention est aussi indispensable quand il arrive acciden- 
teilement un accroissement ou une diminution de travail 
resistant, distincte des variations qui se produisent reguli^re- 
ment par suite de la p^riodicite du mouvement. Dans ce cas, 
le volant a bien pour effet d'emp^cher que cette variation 
altere trop notablement la vitesse du regime, mais il n*en est 
pas nioins vrai que cette vitesse serait changee pour un temps 
assez long, jusqu'a une perturbation en sens contraire dont il 
est impossible de prevoir I'^poque, si le mecanicien n'inter- 
venait pas pour retablir Tegalite troublee entre le travail mo- 
teur et le travail resistant. 

Nous verrons aussi q^i'il existe certains appareils dits regu- 
lateurs, au moyen desquels une machine quelconque regie 
d'elle-m^me la quantite de travail moteur qu'elle doit depen- 
ser, de mani^re k maintenir sa vitesse dans de bonnes limites. 



Impossibilite du mouvement perpetuel. 

Onreconnaitparl^ combien estgrande I'erreurde ceuxqui 
cherchent le mou^^ement perpetuel, c'est-^-dire qui se pro- 
posent de trouver une machine k Taide de laquelle on puisse 
produire du travail utile sans depense de travail moteur, ou 
au moins produire une quantite de travail utile plus grande 
que la quantite de travail moteur depensee. U^tude des solu- 
tions propos^es est assez curieuse. Beaucoup d*entre elies 
consistent k fournir k la machine une certaine force vive plus 
ou moins considerable, endepensant une certaine quantite de 
travail moteur. On emploie un volant tres lourd qui peut, en 
se ralentissant, c'est-a-dire en perdant sa force vive, restituer 
une partie du travail moteur qu'il a re^u et surmonter des 
resistances tant qu*il lui restera de la force vive. 

J'ai dit que le volant ne restitue qu'wne partie du travail 
qu'on a depens6 pour le mettre en mouvement. En efifet, c'est 
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un banquier loujours dispose a echanger du travail conlre de 
ia force vive, et inversemenl; niais, sous prelexle de resis- 
tances passives, il ne manque jamais de retenir tant pour 
loo sur chaque operation, de sorte qu'il ne faut jamais 
recourir k son ministere que quand il est impossible de faire 
autrement. 

Mais, dans tous les cas, le travail que la machine peutvaincre 
a toujours une limite qu'on ne saurait d^passer, limite mar- 
quee par la demi-force vive acquise, c'est-k-dire par le travail 
moteur primitivement depens^. 

On emploie d'ailleurs avantageusement une disposition de 
ce genre quand on veut, au moyen d*une puissance mediocre, 
surmonter une resistance tres considerable, mais qui ne 
s'exerce que pendant un temps tres court. Exemples : balan- 
cier k battre la monnaie, presse k timbre sec, etc. 

Dans ce cas, Taddition d'un volant permetd'accumuler dans 
la machine en mouvement une force vive considerable, san& 
qu'il se produise en meme temps une grande vitesse qui serait 
nuisible a Taction du moteur; etiorsque la resistance sepre- 
sente, la machine la surmonte en vertu de la force vive qu*elle 
poss^de. 

Le volantfonctionne dans ce cas comme une caisse d'epargne ; 
mais il ne faut pas oublier qu*en g^n^ral ces appareils sont fort 
lourds et qu'ils augmentent dans une forte proportion les 
resistances passives de la machine. La tendance est aujour- 
d'hui de les reduire autant que possible en regularisant s6pa- 
rement Taction de la puissance et celle de la resistance. On a 
ainsi Tavantage de pouvoir, en cas de danger, arreter presque 
instantan^ment la machine qui n*est pas anim6e d'une force 
vive bien considerable. 

Mais revenons au mouvement perpetuel. 

D'autres machines sont plus ingenieuses; elles mettent en 
jeu les agents naturels les plus divers, les ressorts, le calo- 
rique, Telectricite, le magnetisme; le plus fort peut s*y 
laisser prendre. Mais d^s qu'on s'apergoit qu'une combi- 
naison quelconque conduit au mouvement perpetuel, si bien 
deguise qu'il soit, il faut s'empresser de condamner le tout 
sans appel. 

C'est meme une methode, sinon bien philosophique, du 
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inoins parfailement sOre, suivant moi, que celte qui consisle 
a d^montrercertaines lois physiques assez difficiies k elablir 
exp^rimentalement, eo faisant voir que leur negative condui- 
rait n^cessairemenl au inouvement perpeluel. On peut ainsi 
partir de rimpossibilil6 du mouvement pcrpetuel comme 
d'un axtome tr^s commode dans un grand nombre de cas. 
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CHAPITRE II. 

DES RESISTANCES PASSIVES. 



Les resistances passives sontdes resistances qui se rencon- 
trent necessairement dans toutes les machines en mouve- 
ment, comme une consequence des conditions generates dans 
iesquelles une machine quelconque se trouve. On peut les 
rattacher aux deux classes suivantes : 

I** Les resistances qui proviennent de la presence de Fair 
dans lequel se meuvent les diverses pieces, et des supports 
consideres comme fixes, avec lesquels ces pieces mobiles sont 
en contact. D'une part, la machine communique au fluide 
ambiant une certaine quantite de force vive aux depens de la 
sienne propre ou du travail moteur qui est oblige de Tentre- 
tenir ; d'autre part, les supports, qui ne sont jamais absolumenl 
inebranlables, detournent aussi h leur profit, ouplut6t h leur 
detriment, une certaine quantite de force vive sous forme de 
vibrations qui se propagent de proche en proche et vont se 
perdre dans la masse de la Terre. 

2<* Dans rimmense majorite des cas, la plus grande partie 
du travail perdu provient de la resistance speciale qui a regu 
le nom de frottement, et de ses congeneres. 

On comprendrait difficilement Texistence de ces forces si 
les solides etaient absolument invariables; mais ii n'en est 
point ainsi. Les solides se deforment, m^me sous I'influence 
des forces dont ils subissent Taction dans une machine bien 
conduite; et celte deformation ne peut s'accomplir que si le 
travail d'un effort moteur quelconque a surmont6 le travail 
des forces int^rieures qui agissentsur les molecules du solide 
dans son etat normal. 

Nous avons vu que la somme des travaux des forces inte- 
rieures, dans un syst^me quelconque, se composait de termes 
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de la forme 



ffcir. 



/representant I'inlensite de la force qui s'exerce entre deux 
points mobiles, el dr la variation de la distance de ces deux 
points. 

II y a trois cas limites tout k fait Ih^oriques pour lesquels 
cetermeest nul : i^'le cas des corps parfaitementsolides, parce 

que <ir = et par suite I fdr^=o; 2^ le cas des corps liquides 

regardes comme incompressibles et sans cohesion, parce qu'a- 
lors, s'ilssontcomprim6s,e/r r=o; s'ils nelesontpas,/=:o, et, 

dans les deux cas, / fdr z= o ; 3® le cas des corps parfaitement 

elastiques. En effet, le travail resistant produit par Taction 
d'un corps sur un corps ^lastique est toujours detruit par le 
travail de signe contraire que produit ce corps en reprenant 
sa forme primitive. Ces trois cas etant absolument theoriques, 
nous aurons toujours des resistances passives dont nous 
devons 6tudier Taction. 

Nous commencerons, dans ce Cours de premiere ann^e, par 
le frottement, la resistance au roulement et la roideur des 
cordes; dans le Cours de la seconde annee, nous terminerons 
cette th^orie par Tetude du choc et par celle de la resistance 
des milieux. 

§ V. — Lois du frottement. 

L'exp^rience prouve que, quand un corps est appuy6 sur un 
plan et qu'on cherche, en exer^ant un effort tangentiel, h 
faire glisser le corps sur le plan, il faut pour cela une force 
sup6rieure h une certaine limite determinee dans chaque cas. 
De mdme, lorsque le corps a commence a glisser sur le plan 
qui le supporte, on a besoin, pour entretenir son mouvement 
uniforme, de lui appliquer constamment une certaine force 
de traction, sans quoi le corps ne tarde pas h s'arr^ter. 

Consid6rons le corps au moment oh il est equilibre sous 
Tinfluence d'une force qui Tappuie sur le plan P, et d'un effort 
tangentiel F (Ji^, 56). La reaction du plan doit ^tre 6gale et 
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opposee h la resuJlante de ces deux forces. Done ce plan, outre 
la reaction normale que nous avons consider^e seule jusqu'ici, 
est susceptible d'exercer sur les corps une reaction tangen- 
lielle qui est connue sous le nom de frottement. 

La cause physique du frottement est probablement la de- 
formation naturelle qui se produit sur les deux corps en con- 
tact sous rinfluence de la pression normale P. Le contact des 
deux corps ne s'effectue plus alors suivant une surface plane. 
L'effet de la force F, tant qu'elle reste au-dessous d'une cer- 
taine limite, est de faire varier la deformation de maniere a 
determiner une certaine inclinaison de la reaction du plan sur 
la normale. Si Ton augmente progressivement cette force F, 
I'equilibre ne sera plus possible et le mouvement arrivera a 
se produire. 

L'6quilibre d*un solide naturel pos6 sur un plan, sous Tin- 
fluence des forces F, P et de la reaction R, est d'un genre tout 
parliculier et differe essentiellement de T^quilibre tel que 
nous Tavons considere jusqu'ici. II n'y a plus, a proprement 
parler, d'^quatiohs d'equilibre, du moins entre les forces exte- 
rieures, puisque nous venons de voir que, I'equilibre ayant 
lieu sous Taction d'une force F sufiisamment petite, on peut 
augmenter cette force jusqu'^ une certaine limite sans detruire 
Tequilibre (*). 

Ge qu'il importe de connaitre dans chaque cas, ce sont les 
conditions qui doivent etre remplies pour que T^quilibre eta- 
bli soit sur le point d'etre rompu dans un certain sens, c'est- 
a-dire la limite precise au-dessus de laquelle la force F ne 
saurait croitre, dans des circonstances donn^es, sans determi- 
ner le mouvement du corps dans sa direction. 

(*) H^toDs-nous de dire que cela tieat k ce que, si nous augmentons la 
force F, la reaction R prend d'elle-meme la valeur convenable pour main- 
tenir Tequilibre dans ce nouveau cas. Ge fait est tout k fait analogue k ce 
qui se produit quand nous chargeons une poutre ou un plapcher. Si nous 
augmentons la charge, I'equilibre subsiste, la reaction de la poutre augmen- 
tant d'une 6gale quantity, jusqu'^ ce que, la charge depassant la limite de 
la resistance des materiaux, Tequilibre soit d^truit par la rupture de I'appui. 
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Experiences de Coulomb. 

La recherche experimentale des lois qui lient celte limile 
aux diverses circonstances capables d'influer sur le ph6no- 
mene a ete faile d'abord par Amontons ( 1696), puis par Cou- 
lomb, dont les travaux sur cette question sont restes classi- 
ques (*). 

Void quelies sont les lois trouv6es par cet illustre experi- 
mentateur : 

1° Lorsque deux corps sont sur le point de glisser Van sur 
Vautre, ou qu'ils glissent effectivement d*un mouvement uni- 
formey chacun d'eux recoit de Vautre, en chaque element en 
contact, une reaction tangentielle ou frottement dont le sens 
est oppose a celui du mouvement relatif acquis ou sur le point 
de nattre. 

2° Le frottement est proportionnel d la pression normale et 
independant de Vetendue des surfaces en contact, tant que la 
nature de ces surfaces et de leurs enduits n'eprouve aucune 
alteration resultant de la pression mutuelle ou de toute autre 
cause. 

3° Sous les memes conditions et dans les cas ordinaires de la 
pratique, le frottement est independant de la vitesse relative 
des corps frottants. 

Si P designe la pression normale, F le frottement, on a, 
d'apres les lois prec6dentes, 

F=^/P. 

Le coefficient /porte le nom de coefficient de frottement. 
II depend de la nature et de Tetat des surfaces en contact, de 
Tenduit dont elles peuvent etre revetues, et quelquefois du 
sens dans lequel a lieu le glissement lorsqu'il s'agit de corps 
fibreux, comme le bois et certains fers a nerf. 

Distinction du frottement au depart et du frottement pen- 
dant le mouvement. — Coulomb a reconnu que la force ne- 



(* ) Des experiences plus precises, entreprises depuis par le general Morin, 
n'ont fait que verifier les resultats trouves par Goulpmb. 
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cessaire pour rompre l*equilibre est plus grande que celle qui 
suffit pour entretenir le mouvement uniforme une fois acquis. 
G'est ce qu*on enonce en disant que \q frottement au depart 
est toujours plus grand que le frottement pendant le mousfe- 
ment, L*exces est d'ailleurs independant de la vitesse, puisque 
Texperience constate que le mouvement d*un corps, sous Tin- 
fluence de la force qui a produit le depart, est uniformement 
accelere. 
II faudra done supposer que, dans la formule 

le coefficient/, les corps en contact restant les m^mes, doit 
6tre considere comme ayant deux valeurs leg^rement diffe- 
rentes, suivant qu*on etudie les conditions de Tequilibre sur 
le point d'etre rompu, ou celles d'un mouvement uniforme 
dont la Vitesse sera d'ailleurs indlfferente. 

Toutes choses egales d'ailleurs, le frottement est d'autant 
moindre que les surfaces sont plus polies; mais, quelque^soit 
le poll donne prealablement, le frottement est toujours plus 
grand lorsque les deux corps commencent k glisser Tun sur 
Tautre que lorsqu'ils ont pu se roder par un glissement pro- 
longe. Ainsi une machine neuve a toujours beaucoup moins 
de douceur dans sa marche qu'une machine fonctionnant 
depuis un certain temps. 

Ceci suppose toutefois que les surfaces frottantes ont ete 
constamment bien graissees. Sans cette precaution, les sur- 
faces se grippent, il s'en detache de petits fragments qui les 
sillonnent de plus en plus profond^ment, le frottement aug- 
mente avec rapidite, et Techauffement qui en resulte peut 
aller jusqu'a faire rougir les corps et ^ les enflammer s'ils 
sont combustibles. 



Observations relatives aux lois du frottement, 

Ces lois ont besoin d'etre bien comprises pour ^tre appli- 
quees convenablement : 

I** Par exemple, nous avons dit que le frottement est inde- 
pendant de Tetendue des surfaces en contact; mais il faut. 
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pour que celle loi soil vraie, que la surface de Tun des corps 
ne devienne pas assez petite ou la pression par unit^ de sur- 
face assez forte pour faire pen^trer Tun des corps dans Tautre, 
ou seulement pour expulser les enduils. C'est ce qui arrivera 
n^cessairement si Ton diniinue par irop les dimensions de 
Tune (^s surfaces frottantes, si, par exemple, on va jusqu*^ 
prendre pour cette surface le tranchant de la lame d'un cou- 
teau. 

2* Le frottement au depart est aussi h peu pres independant 
du temps pendant lequel les surfaces ont ele mainlenues en 
contact, surlout quand il s*agit des metaux et des corps durs 
en general. 

Pour les bois, cependant, ce frottement paratt augmenter au 
bout de quelques minutes de repos, pour atteindre tres vite 
un maximum. Ce fait tient probablement h la flexibilite et a 
I'elasticite des fibres du bois, qui cedent plus faciiement que 
les molecules m6talliques h I'influence d'une pression un peu 
prolong^e, Cette influence serait encore plus saillante si les 
enduils avaient pu ^ire expuls6s ou alteres d'une maniere 
quelconque; elle est evidemment du m^me ordre que la dif- 
ference entre le frottement au depart etle frottement pendant 
le mouvement. 

3<* Enfin on a annonce, contrairement aux lois de Coulomb, 
que le frottement diminue quand la vitesse augmente. II est 
facile d'avoir I'explication des fails observes, qui, d'ailleurs, 
se rapporlent tous au cas ou il y a un enduit interpose. 

Ejffets des enduils, — Le frottement qui s'exerce par I'inter- 
m6diaire d'un enduit depend de la vitesse des corps en contact 
et aussi de I'etendue des surfaces; mais I'effet de ces deux 
elements est indirect, en ce sens qu'ils influent principalement 
sur le mode d'action de Tenduit, et par consequent sur la 
grandeur du coefficient de frottement. 

Dans toutes les experiences relatives au frottement des corps 
graisses, il faut avoir soin de s*assurer que les enduils ne sont 
ni alteres ni expulses. Si Ton veut, par exemple, comparer 
les divers enduils au point de vue de Tattenuation du frot- 
tement, il faut se garder de faire cette comparaison toutes 
choses e gales d'ailleurs. On doit au contraire se preoccuper 
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de nietlre chaque substance dans les conditions qui lui sont 
le plus faYorables, et ne Teniployer dans la pratique que lors- 
qu'il sera possible de realiser ces conditions, au moins dans 
une certaine mesure. 

On peut poser comme principe g6n6ral que le meilleur 
enduit est le plus Jluide, c*est-^-dire qu'il y a avantage^quand 
on le peut, a remplacer la graisse par Thuile, Thuile par I'eau, 
enfin I'eau par Tair, ce qui revient k supprimer tout enduit. 
Mais ceci suppose 6videmment la condition que la vitesse soit 
assez grande dans chaque cas pour ne pas expulser Tenduit 
experimente. Or il faut une vitesse assez considerable pour 
que les pieces gardent un enduit fluide comme I'eau, ou m^me 
laissent entre elles une gaine d'air; dans ces conditions, 
M. Hirn a vu avec 6tonnement le frottement presque comple- 
tement supprim6 entre deux pieces frottant sans enduit avec 
une vitesse ^norme. Cette suppression 6tait due k Taction du 
coussinet d'air interpos6, matiere parfaitement elastique. 

Les experiences r^centes faites surle chemin de fer glissant 
de M. Girard confirment ces indications relatives a la propor- 
tion considerable dans laquelle le frottement se trouve r^duit 
par rinterposition de I'eau. 

Les voitures de M. Girard reposent sur des rails en fonte au 
moyen de 4 patins de o"*, 26 de largeur sur o™, 80 de longueur. 
Dans ces conditions, le coefficient de frottement est 

/rz=0,52. 

Au moyen d'une pression suffisante, on force de I'eau a 
s'interposer entre les deux surfaces glissantes; alors le coeffi- 
cient est r6duit k 

/ = 0,004. 

On obtiendrait une attenuation encore plus grande si Ton 
substituail I'air k I'eau, en s'arrangeant toujours de maniere 
k forcer I'air a s'interposer entre les surfaces en contact. 

Ainsi, malgre les avantages de la fluidity, on devra employer 
un enduit d'autant plus consistant que les surfaces seront sou- 
mises k des pressions plus considerables. Et le progrds consis- 
tera dans chaque cas k chercher des dispositions qui permet- 
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tent d'aiigmenter la fluidity de I'enduit sans tomber dans des 
inconv6nients d'un autre genre. 

Ces details de graissage sont au nombre das questions dont 
rimportance pratique estle plus considerable. La substitution 
de rhuile k la graisse et du graissage continu au graissage 
intermittent constitue un v6ritable progres, soit dans les 
machines fixes, soit dans les locomotives. 

Le Tableau suivant est destine h donner une idee de la gran- 
deur du coefficient/ dans les conditions qui se pr6sentent le 
plus habituellement dans les machines : 

I. Coefficients du frottement des surfaces planes lorsqu'elles ont ete 

QUELQUE TEMPS EN CONTACT. 

I Surfaces sans enduit. o ,62 
Surfaces frott^es de 
savon sec 0,4^ 

CWnesurch6ne 1 .. ( Surfaces sans enduit. o,54 

Fibres perpendiculaires. j Surfaces mouillees 

( d'eau 0,71 

Bois debout sur bois k 
plat. 

/ Surfaces sans enduit. o , 62 
„ ^ V A S Fibresparallelesaumou- ) Surfaces mouillees 

( vement 1 d'eau o,65 

I Surfaces graissees. . 0, i5 

t:> ^ e ,. ( Surfaces un peu onc- 

I^onte sur fonte } ^ 

( tueuses 0,16 

r r . ( Surfaces un peu onc- 

Fer sur fonte ] ^ 

{ tueuses 0,19 

II. Coefficients du frottement des surfaces planes en mouvement. 

/ Surfaces sans enduit. 0,4^ 

Fibres paralleles < Surfaces frott^es de 

( savon sec .. . . . 0,16 

Ch^ne sur ch6ne ] l Surfaces sans enduit. 0,34 

Fibres perpendiculaires. I Surfaces mouillees 

( d'eau 0.25 

Bois debout sur bois ^ ) ^ - 
, I , ) Surfaces sans enduit. o.iq 

\ plat ) ' ^ 

Fr6ne, sapin, h6tre, ) „ ^ 

. . f „., „„ ( Surfaces sans en- 

poiriersauvage.sor- > Fibres paralleles \ , . «/. , , 

,. iA \ ( duit 0,36 k o,4o 

bier : sur chene ' ^ 



j Surfaces sans enduit. o,43 
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I Fibre* parallite! 
Fcr ou chine J '^ 



:( 



Ch«ne,or 


me,charme, 


fonie, 


fer, acier, 


bronze 





Surfaces mouill^es 
Surfaces frott^es de 

( Surfaces unpeu 00c- 



■f 



iadoui. 0,07 i 



/Surfaces Ug^re 



Fer sDr fonte ou sur bronze, graissage d'hui 
d'olJTe, de saindoux ou de suif 

Fonle sur funte ou sur bronie, surfaces oni 
tueuses 

Per sur bronze, surfaces tris 
commengant i se rodsr . . 



Travail du frottement. 

Dans r^quaiion des forces vives, nous avons b, coiisiderer 
ie travail du frottement qui devra entrer dans les Equations 
comnie s'ajoulant au travail resistant utile pour reproduire 
r^quivalenl du travail moteur depens^. 

Pour un espace ds parcouru par un corps mobile glissant 
sur un solide fixe dans Ie sens duplan de contact, le travail 
614nienlaire du frolLemehl esl/Nrfs. 

Si ies deux corps sont mobiles, il y aura k consid6rer les 
deux forces de frottement qui out pour valeur commune/N 
et qui agissent sur chaque corps en sens inverse de son mou- 
vemenl relativement k Vautre, cbacune d'elles produisant du 
travail {fig. 57). 

Supposons que les mouvemenis des deux corps s'eiTectuenl 
dans le sens des fleches \, ds^x. ds' 4tant les chemins respec- 
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tivement parcourus dans cette direction, qui sera celle du 
mouvemenl relatif du corps A si ds est > ds'. 

Si nous considerons le mouvepnent du corps A, Je frotle- 
inent produira un travail egal k/^ds, qui devra etre affecte 
du signe — , puisque la direction de /N est inverse de celle 
de ds; ce sera done un travail resistant. Au contraire, le frot- 
tement de B sur A produira sur ce premier corps un travail 
positif /N fl?^' qui se retranchera du travail resistant /Nc/*, de 
sorte qu'en somme le travail resistant produit par le frotte- 
ment sera en valeur absolue 

fSids — ds'), 

ds — e/^'etantpositifd'apres Thypothese que nousavons faitc. 
Si ds — ds' devient negatif, Tequation n*a plus lieu. II faudra 
changer le sens du frottement, et, au lieu d*avoir/N {ds - ds' ), 

on a 

f^{ds' — ds), 

de sorte que le travail du frottement est encore negatif. 

Remarquons ici que le travail developp6 par le frottement 
sur Tun des deux corps est positif ; le frottement joue done 
relativement a ce corps le r61e de force molrice. Les trans- 
missions de mouvement par cylindres, c6nes ou plateaux de 
friction sont fondees sur cette propri6t6. 



§ VI. — EqUILIBRE des machines SIMPLES EN ATANT £GARD 

AU FROTTEMENT. 

La connaissance des lois qui pr^cMent nous permet d'in- 
troduirela consideration du frottement dans Tetude de Tequi- 
libre des principales machines et de leur mouvement uniforme. 

Quand nous nous occuperons de I'equilibre, il faudra tou- 
jours supposer que I'equilibre est sur le point d'etre rompu 
dans le sens de la puissance, car autrement le probleme ne 
serait pas determine. 

Connaissant toutes les forces qui agissent sur un solide 
donne, d^composons toutes ces forces normalement et paral- 
lelement k la face par laquelle le corps dont on cherche les 
B. -11. 12 
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conditions d'equilibre est en contact avec un autre corps sur 
lequel il est susceptible de glisser. 

Soit N la somme des composantes normales, N representera 
pr^cisement la reaction normale de Tappui; et s'il n'y avail 
pas de frottement, il faudrait pour Tequilibre que la somme 
des composantes tangentielles f(lt rigoureusement 6gale h 
zero. 

Nous savons niaintenantque cette condition n'estpas indis- 
pensable (*). Du moment que I'appui est soumis k une pres- 
sion N, il est susceptible de developper une reaction tangen- 
tielle dont la limite est representee par /N. II suffira done 
pour requilibre que la somme T des composantes tangen- 
tielles soit plus petite que cette limite /N, et en posant 

Tequation 

T ^-/N, 

nous aurons Vequation de Veqidlihre sur le point d'itre 
rompu dans la direction de la force T. 

Alors la reaction R de Tappui est la resultante de la reaction 
normale N et de la reaction tangentielle/N, dont la direction 
est oppos6e k celle du mouvement sur le point de naitre. Cette 
reaction, pour I'eguilibre pres d'etre rompu, fait done avec 
la normale un angle 9 determine par I'^quation 

/N ^ 
tang9 = -^=:/. 

Quant a sa grandeur, on Tobtient par les formules ordinaires 



(*) On voit que la consideration du frottement n'introduit aucune nou- 
velle condition d'equilibre, puisque, si T^quilibre a deji lieu sans le frot- 
tement, c'est que la composante tangentielle des forces est nulle. Au 
contraire, le frottement pourra etablir un dquilibre qui sans lui n'existe- 
rait pas, puisqu'il suffit que la force tangentielle soit inferieure k une 
certaine limite pour que le frottement emp^che tout d^placement de se 
produire. C'est ainsi qu'un systeme pent 6tre en 6quilibre sans que les 
conditions trouvees en Statique soient rigoureusement satisfaites, rigueur 
qu'il serait pour ainsi dire impossible d'obtenir. Pourvu que ces conditions 
soient i peu pr^s remplies et que la somme des travaux virtuels des forces 
soit peu differente de z^ro, Tintroduction des travaux virtuels des forces 
de frottement sufHra pour rendre cette somme nulle. 



d'oii 
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N 



et par suite 



R^Nv/i-hr- = 

COS 9 

V I^ n 



F=z-^4==r/,U=:Ksin(p, 



en designant par/i le sinus de Tangle 9 dont / represente la 
tangente. 

/i est g6n6ralement peu different de /, car Tangle cp est 
toujours assez petit. 

Quoi qu'il en soit, on pent donner de la force du frotte- 
ment les deux expressions suivantes : 

F^/N, Fr^/.R, 

suivant que Ton connait la pression normale N ou la reaction 
totale R. • 

Application au plan incline, 

Supposons un corps A pose sur un plan incline et soumis 
a Taction de son poids et d'une force Q qui s'oppose a sa 
descente {fig* 58). Quelles sont les conditions d'equilibre? 
Ces conditions sont au nombre de trois : 

1° II ne faul pas qu'il y ait ecrasementdu corps; nous avons 
dit precedemment tout ce que nous pouvons dire sur cetle 
question, nous n'y revienilrons pas. 

2° II ne faut pas qu'il y ait renversement ou rotation du 
corps autour de Tune des aretes du polygone d'appui sur ce 
plan, ce qui exige, comme nous avons dej^ eu occasion de le 
dire, que la resultante des forces qui agissent sur lui vienne 
rencontrer le plan incline dans Tinterieur du polygone des 
points d'appui. 

3° Enfin, le glissement du corps le long du plan doit 6tre 
impossible; de la une derniere condition sur laquelle nous 
n'avons pas insiste : nous y revenons. Cette condition serait, 
sans Texistence du fr'^ttement, que la resultante de toutes les 



l8o DEUXifeME SHCTION. — DES MACHINES EN MOUYEMENT. 

forces qui s*exercent en dehors du plan fdl normale a ce plan 
et qu'elle tendit a appuyer le corps sur le plan. 

Si Ton tient compte du frottement, il n'y a plus, a propre- 
ment parler, de condition de nature k s'exprimer par des 
equations entre les forces exterieures independamment des 
reactions; il faut, pour preciser la question, demander que le 
mouvement soit sur le point de naitre dans un sens determine. 

Supposons, par exemple, que le mouvement soit sur le point 
de naitre dans le sens descendant, c*est-a-dire que la force Q 
soit tout juste sufQsante pour retenir le corps sur le plan 

ifig' 59). 

La reaction totale est, dans ces conditions, une force R fai- 
sant avec la normale AN un angle 9 dans le sens ascendant. 
11 faut que les forces P, Q, R se fassent equilibre, c'est-a-dire 
que chacune d'elles soit egale et directement oppos6e a la 
resultante des deux autres. Done, ^tantdonn6s Tangle <p,rin- 
clinaison du plan, le poids P, on pent trouver quelle est la 
force qu'il faut appliquer dans une certaine direction pour 
retenir le corps sur le plan. II suffit de decomposer P en 
deux forces dirigees I'une suivant la direction donnee pour la 
force Q, Tautre suivant la ligne faisant avec la normale au 
plan incline Tangle <p dans le sens convenable. On voit que la 
force Q est representee par une ligne partant du point P et 
termin6e k la ligne AR'; elle a sa plus pelite valeur possible 
lorsque sa direction est perpendiculaire k celle de la reac- 
tion R, c'est-k-dire lorsqu'elle fait avec le plan incline et dans 
Tinterieur de ce plan un angle egal k 9. Si Ton veut que ce 
minimum soit egal k zero, il faut que Tinclinaison du plan 
sur Thorizon soit egale a 9; alors le corps ne tend pas a glisser. 

Si Tinclinaison descendait au-dessous de zero, c'est-a-dire 
de ce que Ton appelle V angle de frottement^ il faudrait appli- 
quer au corps une force descendante independamment de son 
poids pour le faire descendre le long du plan. 

Si le corps tend k monter {fig. 60), c'est-k-dire si la force Q 
est telle qu'une force un peu plus grande fasse monter le 
corps, il faudra placer la reaction R a gauche de la normale : 
les conditions d*equilibre sont d'ailleurs les m^mes; le mini- 
mum est different. 

En resume, les conditions auxquelles doivent satisfaire pour 
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Tequilibre les forces appliquees a un corps presse conlre un 
plan fixe se reduisent aux deux suivantes : 

I** La resultante de ces forces doit passer assez loin de toutes 
les aretes de contact, pour que I'ecrasement ne soit pas a 
craindre, eu egard a la nature des materiaux. 

2« EUe doit faire, avec la normale au plan d'appui, un angle 
inferieur h Vangle de frottement. 



Application au treuil, 

Considerons un corps solide assujetti a tourner autour d'un 
axe fixe. Sous I'influence des forces directement appliqu6es 
au corps tournant et des reactions de ses appuis, le systeme 
est en equilibre, maisle mouvementest surle point de nattre 
dans un certain sens. Cherchons les conditions qui doivenl 
etre remplies pour cet equilibre particulier, en tenant compte 
des frottements de toute espece qui se manifestent aux points 
de contact des parties mobiles avec les differents appuis fixes. 

Si Ton se reporte aux Legons consacrees a la description 
des organes de machines, on sait qu'on assure rinvariabilit6 
des axes de rotation de la maniere suivante : on tourne exac- 
tement deux parlies speciales de I'arbre que Ton appelle des 
tourillons; ces tourillons frottent sur des coussinets bien 
graisses contenus dans des especes de boites (paliers ou col- 
liers) qui sont elles-memes solidement fixees au b^ti general 
de la machine, et qui s'opposent ^ tout deplacement trans- 
versal de Taxe. 

11 faut encore rendre le deplacement longitudinal impos- 
sible. II y a plusieurs proced^s que nous avons aussi decrits 
precedemment. C'est au moyen d*un pivot portant sur une 
crapaudine que Ton produit cet effet dans le cas d'un arbre 
vertical, et au moyen d'unepaulement convenablement place 
dans le cas d'un arbre horizontal {fig- 64 et ^o). 

Enfin certains arbres, comme les arbres de tour en fer, 
tournent sur pointes, c*est-a-dire que les tourillons sont rem- 
places par des pointes coniques tournant dans des trous pra- 
tiques dans des plaques d'acier qui s'opposent en m^me 
temps aux deplacements longitudinaux et transversaux. 
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Frottement des tourillons. — Occupons-nous d'abord du 
frottement des tourillons sur leurs coussinets, et supposons 
que les deux forces P et Q, qui agissent sur la machine, soient 
situees dans des plans perpendiculaires k Taxe, ce qui sup- 
prime toute tendance au mouvemenl longitudinal {fig. 6i). 

Je puis remplacer les deux forces P et Q chacune par une 
force et un couple, c*est-a-dire que je puis les supposer appli- 
qu6es toutes deux k Taxe, en introduisant deux couples donl 
les moments seront P/> et Q q, et qui ne presseront pas Tai bre 
sur ces supports. Cela fait, je decompose la force Q en deux 
autres mQ, m'Q, appliqu6es aux deux tourillons. J*opere de 
m^me pour la force P, et soient /iP, n'V ses composantes. 
On a evidemment 

Considerons Tun des tourillons, celui, par exemple, auquel 
sont appliquees les forces nV Q\,mQ{fig. 62)(*).Ce tourillon 
repose dans I'oeil du coussinet qu'il touche en un certain point. 
II faut evidemment, pour qii'il y ait equilibre, que la r6sultante 
des forces qui lui sont appliquees passe par le point de contact 
du tourillon sur le coussinet, sans quoi il y aurait roulement 
et deplacement du point de contact. II faut en outre que celte 
resultante soit telle que si on la decompose en deux, dirig^es 
Tune suivant la normale, Tautre suivant la tangente, cetle 
derniere soit egale a la force normale multipliee par le coeffi- 
cient de frottement/, ce qu'on pent enoncer encore en disant 
que la resultante fait avec la normale Tangle de frottement. 

Or, si R d^signe cette resultante appliquee au point de con- 
tact du tourillon, on a 



R2 — m-Q2 -h /i2p« + 2/nQ./iP cosmQ. /iP. 

Le frottement est egal a /, R, de sorte que, pour un tour 
complet du tourillon, il y aura un travail resistant represenle 
par le produit 

27T/iRp, 



(') La/ig. 62 montre seulement la resultante Ret ses deux composantes, 
Tune tangentielle au tourillon, Tautre normale. 
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p etant le rayon du lourillon. On aura k Taulre tourillon un 
travail analogue donl Texpression sera 

2Tr/iR'p, 

en supposant, ce qui a toujours lieu, que les rayons des deux 
tourillons soient egaux, R' etanl donnee par une equation de 
m^me forme que celle qui determine R, 



Done, enfin, T^quation du travail deviendra, en introduisant 
ee travail du frottement comme s'ajoutant au travail resistant 
utile. 

On voit que le travail du frottement diminue quand on dimi- 
nue le rayon p des tourillons. Done, quand on le pent, il y a 
^vantage k avoir des arbres tournant sur pointes. Gependant 
la diminution du rayon doit avoir une limite pour deux causes : 
d'abord, parce que les tourillons doivent pouvoir porter I'ar- 
bre, et ensuite parce que, a partir d'une certaine limite, quand 
on diminue p, on augmente en m^me temps beaucoup le 
facteur/i par suite de I'expulsion des enduits; de sorte qu'on 
perd plut6t qu'on ne gagne. C'est h la pratique de reconnaitre 
quelle est, dans chaque cas, la solution la plus avantageuse. 

L'equation du travail ecrite prec6demment permet de trou- 
ver la puissance P necessaire pour tenir en equilibre une resis- 
tance donnee Q. II faut, dans cette equation, remplacer R et R' 
par leurs valours. Or R et R' sont deux radicaux sous lesquels 
P entre au carre. Done, si Ton voulait faire disparaitre les 
radicaux pour trouver P, on arriverait a une equation du 
quatrieme degre impossible a resoudre par les m^thodes ele- 
mentaires. 

Ce n'est pas la methode employee habituellement; on pent 
operer de deux manieres : 

1° Par approximations successives, en prenant pour valeur 

(*) Pour appliquer ceci ^ la poulie, il faut, dans le travail du frottement, 
prendre le rayon de Faxe de la poulie si cet axe est mobile, et le rayon de 
Toeil de la poulie si Taxe est fixe. 
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approch6e de P celle qu'on oblienl en negligeant le frotle- 
ment, c'est-^-dire en posant 

On se servira ensuite de cette premiere valeur pour calculer 
la correction qui represenle le travail du frottement el en 
d^duire une seconde valeur plus approch6e de P, et ainsi de 
suite. 

2° Par une autre m^thode indiqu6e par le general Poncelet 
et qui peut servir dans beaucoup de cas analogues. Elle con- 
siste a trouver une fonction rationnelle ^quivalente k une 
fonction radicale. D'abord, tout radical de la forme 



y/^'-f- r ^ — 2 a:y cos 9 

peut se mettre sous la forme 



En effet, on a 

y/x- -h J- — 2 jcj cos 6=z\/(a: — v cos Oy -\- y^ sin* 9, 

Si Ton cherche ensuite k 6galer le radical \/a^ -h b^ k une 
expression de la forme a a -\- b^, on arrive a une Equation a 
laquelle il n'est pas possible de satisfaire en laissant a et b 
quelconques; mais on peut trouver les valeurs les plus con- 
venables des coefficients a et (3, de maniere que I'equation 
soit verifiee avec la plus grande approximation possible. 

On trouve ainsi : 

i<> a et 6 etant quelconques, 

v/a--i- ^^ — o,83 (a -h 6) a ^ pres; 

2<' Si Ton sait que a > 6, on a 

, I 



\/a^ -i- ^- = 0,96a H- o,4o^ a — ^ pres; 

20 

3<» Si enfin a est > 4^, on peut poser 

\/a^ -h ^*=: 0,996(2 -1- o, 123^ a -^ pres, 
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Frottement des epaulements. — 11 nous resle, pour avoir 
etudie complelement la question des arbres, a examiner le 
frottement sur les epaulements. Supposons qu'il y ait dans 
I'axe une force T dirigee dans le sens de la longueur et qui 
tende k appuyer le corps centre un epaulement {fig* 63). 

L'aire d*un 616ment de la surface frottante est 

/• dB di\ 

Soit S la surface totale, et supposons que la pression T se 
r^partisse 6galement sur la surface; la pression sur Tel^ment 

considere sera 

T 

■^ rd9dry 

et le frottement particulier correspondant a cet Element sera 

^frdOdr. 

Le moment de ce frottement autourde I'axe de Tarbre sera 

evidemment 

T 

^/r^'d9dr, 

d*ou, pour le moment total, on a la somme des moments ele- 
mentaires 



/| C Cr^dQdr. 



Integrant d'une part de o ^ 2^, de I'autreentreles limites /q 
et r, il vient 

Or 

done le moment est 

2T/(/-'+r/-o + /-;) 
3(/- + /-o) 
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En faisant ro = o, on aurait la formule du froUement des 
pivots (*). 

Effet d^une force parallele a Vaxe et en dehors de cet axe, 
— On peut encore avoir une force F agissantparallelemenl a 
Taxe, mais hors de cet axe {fig- 66). On la remplacera par 
une force Fj agissant dans Taxe etiin couple (Fi, Fj) parallele 
a eel axe. On pourra tourner ce couple comme on voudra dans 
son plan, etfaire en sorte que ses deux forces passentrespec- 
tivement par les points d'appui des deux tourillons. 

Une pareille force augmentera done a la fois le froltemenl 
sur les tourillons et le frottement sur les epaulements. 



FroUement des excentriques et des boutons de manivelle. 

Un bouton de manivelle est un tourillon qui se meut dans 
un coussinet mobile. Le travail du frottement qui se developpe 
dans son mouvement se determine, comme pour un tourillon, 
en considerant le mouvement relatif du bouton dans le cous- 
sinet mobile. 

L*excentrique n'etant qu'une manivelle dont le bouton a ete 
agrandide manierequesa surface enveloppe I'axe de rotation 
de Tarbre, le travail du frottement se determine pour un 
excentrique comnle pour une manivelle. II est evident que le 
travail du frottement dans la manivelle est do beaucoup moins 
considerable que dans Texcentrique, a cause du facteur qui 
represente le chemin parcouru; aussi n'emploiera-t-on ce 
dernier organe que lorsqu'il ne devra etre soumis qu'a de 
pelites pressions. Dans le cas d'efforls considerables, on se 
servira plut6t d'une manivelle. 



( I ) II arrive quelquefois qu'ea vue de diminuer le travail du frottement, 
on termine rextremit^ inferieure du pivot par une surface convexe, ainsi 
que le fond de la crapaudine {Jig^ 65); il faul alors mettre pour r le 
rayon du petit cercle de contact, qui a toujours une certaine etendue k 
cause de la compression et de I'usure. 

On diminue ainsi, non le frottement lui-m6me, qui est independant de 
Tetendue des surfaces, mais son travail^ qui depend du bras de levier 
moyen, lequel est proportion nel k r. 
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§ VII. — De l'arc-boutement. 

L*introduction du frottement dans la theorie de Tequilibre 

et du mouvement iiniforme d'une machine quelconque se fait 
en suivant la marche dont nous venons de donner deux 
exemples. Je veux seulement insister sur les cas ou le frotte- 
ment empeche, d'unemaniere absolue, certains mouvements 
geometriques, ce que le calcul nous apprend en nous disant 
qu'il faudrail, pour les produire, une force infinie. On dit alors 
qu'il y a arc-boutement, 

Equilibre du coin. 

La presse ^ coin consiste en un prisme triangulaire, qu*on 
enfonce entre deux pieces qu'il s'agit d'6carter en exer^ant 
une forte pression sur les matieres qui s'opposent k cet 6car- 
tement {fig. 67). 

Soit P Teffort exerce sur la tete du coin, c'est-Si-dire sur la 
face horizonlale superieure, on demande quels sont les efforts 
qui en resultent sur les faces laterales, efforts qui sont egaux 
et directement opposes aux reactions des corps presses surle 
coin. 

Si Ton neglige le frottement, ces reactions sont normales 
aux faces correspondantes, et il faut pour I'equilibre que les 
Irois forces P, N, N', auxquelles est soumis le coin, se rencon- 
trent en un m^me point A, et que, de plus, chacune d'elles 
soit egale et directement opposee {\ la resultante des deux 
autres. De sorte que, si Ton decompose la force P en deux 
autres AD, AC dirigees suivant les normales aux faces late- 
rales, les longueurs AD, AC represententles reactions exercees 
sur ces faces. Or, le triangle ABC est semblable au triangle 
section droite du coin; done on pent enoncer le theoreme en 
disant que les pressions sont entre elles comme les cdtes du 
triangle section droite du coin, 

Quand on veut tenir compte du frottement, il faut considerer 
les reactions comme inclin6es sur les plans de contact. A 
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I'inslant ou le coin est sur le point de descendre, ces reactions 
font avec la normale un angle egal a 9, da c6te du haut. 

Supposons le coin isoscele {fig^ 68), et soit ia Tangle au 
sommet. Le coin est serre entre deux corps soumis chacun 
a une force horizontale. Dans Tetat d*equilibre, Jes deux 
forces laterales ont une valeur commune Q, sans quoi tout 
le syst^me se deplacerait dans le sens de la plus grande. 
Cette condition est la seule qui soit fournie par I'equilibre de 
Tensemble. 

Cela pose, I'equiJibre du coin donne I'equation 

cos 9 

a laquelJe il faut ajouter, pour Tequilibre de chacun des solides 
lateraux, 

^^ cos(« + y) , 
cos 9 ^ 
on a done 

P=i:2Q tang(a 4-9). 

Cette relation donne P = oo pour a =: 90° — 9. Le coin est 
alors tres obtus et incapable de s'enfoncer {fig- 69) (*). 

Supposons maintenant le mouvement sur le point de naitre 
dans I'autre sens, c'est-k-dire le coin pres de remonter sous 
rinfluence des efforts lateraux. Pour avoir les formules qui 
conviennent a ce cas, il faut changer les signes des forces tan- 
gentielles, ou celui de Tangle 9 dans Je resultat final. On a 

P^= 2Q tang(a — 9). 

Pour a = 9, on a P =1 o. Si done Tangle au sommet est plus 
petit que le double de Tangle de frottement {fig* 70), il n*y 
aura pas besoin de force pour maintenir le coin enfonce, quels 
que soient les efforts lateraux. Tel est le principe de X^presse 
a coin. 



(1) On fait abstraction ici du frottement entre les blocs A et B et leurs 
supports. 
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Equilibre de la vis. 

Considerons {fig* 71) une vis a filels carres, chargee d'uii 
poids Q, et sur la t^le de laquelle est appliqu^ un couple 
horizontal, dont le moment est P/?. L'ecrou est maintenu fixe 
et Ton suppose que la vis soit sur le point de monter sous Tef- 
fort du couple P/?, malgre la resistance Q. 

Dans ces conditions, Tequilibre a lieu entre les forces direc- 
tement appliqu6es a la vis et les reactions qu'elle revolt de 
Tecrou. Soient r le rayon de Thelice moyenne, i son inclinaison 
^ rhorizon; nous admettrons que les actions mutuelles R qui 
s'exercent aux divers points de contact de la vis et de Tecrou 
sont toutes egales et disposees symetriquement dans des 
plans tangents au cylindre sur lequel est tracee Thelice 
moyenne. Ces reactions {fig* 72) font un angle 9 avec la nor- 
male aux surfaces en contact, par suite, un angle egal a « -h cp 
avec la gen^ratrice du cylindre; et Ton a pour Tequilibre de 
la vis les equations 

Q = VRcos(^-h9), P/?=:^R/sin(/4- 9); 

d'ou, en eliminant V R, 

P/? =1 Q/tang(i'-i- 9). 
Pour 

i H- 9 r= 90% 

le moment P/? est infini, ce qui montre qu'il n'est pas pos- 
sible de vaincre le frottement qu*une charge, aussi faible qu'on 
le voudra, determine sur une vis a pas tres allonge. 

On passe au cas du mouvement descendant en changeant le 
signe de 9 dans les Equations prec6dentes. Si Ton resout 
I'equation ainsi obtenue par rapport k Q, qui joue dans le cas 
actuel le r61e de puissance, on trouve 

Q= --<*ot(/— 9); 



I go DEUXlfeME SECTION. — DBS MACHINES EN MOUVEMENT. 

Q est infini pour / = (p. Done, pour une vis a filets peu inclines, 
ce qui est le cas des vis de pression, aucune force dirig^e 
dans le sens de Taxe ne pourrait desserrer la vis. Pour « < 9, 
la pression Q etant donnee, on trouve pour Pp une valeur 
negative, ce qui indique que, pour desserrer la vis, il faut lui 
appliquer un couple agissant dans le meme sens que la force Q; 
seulement Teffort a exercer est assez faible. 

On trouverait des resultats du m^me genre en supposant la 
vis fixe et I'ecrou mobile. Dans les cas ordinaires, il est tout 
a fait impossible de desserrer un 6crou, par un effort de trac- 
tion, tandis qu'un couple assez petit est suffisant. 

Quand on craint que des vibrations repetees n'amenent ce 
resultat a la longue, on emploie un contre-6crou, dont Teffet 
est d'empecher Tecrou proprement dit de tourner, ce qui ne 
pourrait se faire sans soulever le contre-ecrou. 



Prisons des bocards. 

Soit AB {/i^. 73) une tige de pilon dirigee dans son mouve- 
ment par quatre guides. Cette tige est armee d'un mentonnet 
sur lequel's'exerce Taction de la came. Soient N la pression de 
la came perpendiculaire au mentonnet, Q le poids du bocard 
et de la tige. Cherchons les conditions d'equilibre qui con- 
viennent au cas ou le mouvement est sur le point de naitre 
dans le sens de la puissance de P (*). 

Etudions geom^triquement le phenomene. L'effet de la 
force P sera d'abord d'appuyer la tige aux points a et a' et de 
lui faire quitter les deux autres guides, au contact desquels il 
n'y aura aucune pression, partant aucun frottement. Done 
Tequilibre a lieu sous I'influence des forces P, Q, des reac- 
tions normales et des reactions tangentielles des points a et a', 
ces dernieres etant dirigees vers le bas de la figure. 

Projetons sur la verticale, nous aurons 



P = 2/N^Q; 



( 1 ) On fait encore abstraction ici du frottement de la came sur le 
mentonnet. 



CHAP. II. — DES RfiSISTANCES PASSIVES. I91 

prenons les moments par rapport au point pris sur I'axe de 
la tige, nous trouverons 

P6i=:N/; 

en eliminant N entre ces equations, nous aurons 



d'ou 



Pr=:Q-h2/— , 



Q/ ^Q^ 2/^Q 



l—ifb ^ l — '^fb 



Le second terme mesure Tinfluence du frottement; il pent 
devenir infini si Ton a 

alors le glissement est impossible, et Tequilibre a lieu entre 
la puissance et la resistance par Tinterm^diaire de reactions 
qui font avec les normales aux surfaces pressees des angles 
plus petits que Tangle du frottement. Ce genre d*equilibre 
particulier s'appelle arc-boiitement. 

Premier exemple. — Valet de menuisier. — On connait cet 
instrument en fer qui sert au menuisier pour fixer sur son 
etabli le bois qu*il travaille {fig* 74)- 

L'etabli est perce d'un trou dans lequel on introduit la piece 
en fer V, qu'on enfonce d'un coup de maillet. Le morceau de 
bois mn se trouve alors tres solidement assujetti ; c'es(-a-dire 
que, quelque grand que soit Teifort P qu'il exerce pour sou- 
lever le valet, tout mouvement de ce genre est impossible. Au 
contraire, on desserre facilement le tout par un coup frappe 
en K ou en L dans la direction de la fleche. Cherchons les 
conditions pour que le mouvement soit sur le point de naitre 
dans le sens ascendant, sous Tinfluence de la force P et du 
poids Q applique en G. 

Nous aurons deux forces exterieures. Tune Q, le poids du 
valet, Tautre P, la reaction de la pi^ce de bois pressee. Les 
forces P et Q ont pour r^sultante une force S qui leur est 
parallele et situee du c6te de la plus grande P. II faut pour 
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Tequilibre que les reactions R et R' se coupent sur la direc- 
tion de cette force, chose qui n*est pas possible avec les dimen- 
sions ordinaires. 

Done le mouvement dans le sens ascendant n'est pas pos- 
sible. Alors, dans T^quilibre comme il estetabli, les reactions 
ne font plus avec la normale un angle 9. Elles font un angle 
plus petit et se disposent de maniere que leurs directions vont 
precisement se couper sur la direction de S, et que la resul- 
tante de ces reactions est egale et directement oppos6e k S. 
Si Ton exerce au point K une force ascendante detruisant 
Teffet de la force Q et remplagant cette force par une autre en 
sens contraire, on deplacera la resultante S et on I'amenera 
au point H, ou se croisent les reactions dont I'inclinaison sur 
la normale est celle qui convient a la rupture de Tequilibre. 
Ainsi se trouve desserre le valet. 

Deuxi^me exemple. — E ncliquetage a frottement. — Les 
m^mes principes nous expliqueront comment on execute, 
ainsi que nous Tavons dit en Cin6matique, des encliquetages 
fond6s sur la propriety de Tarc-boutement. 

Soit AB {fig. 75) une tige qui ne pent que glisser suivant 
sa longueur. Une came C, mobile autour du point 0, est con- 
stamment press^e centre AB par Taction d*un ressort DE dont 
rextr6mit6 E est fixe. Si Ton cherche k faire glisser AB dans 
le sens de la fleche, la came ne s*y opposera pas ou du moins 
ne fera que d6velopper en F un frottement qu'il sera facile de 
vaincre. Mais si Ton veut donnerSi AB un mouvement en sens 
contraire, la came emp^chera ce mouvement de se produire. 
S'il y avait glissement de AB sur la came dans ce nouveau sens, 
la came ^prouverait en F une action totale dirig6e suivant une 
ligne FH faisantavecla normale FG un angle 6gal k Tangle de 
frottement. Mais le point est choisi de maniere a se trouver 
a Tinlerieur de Tangle GFH : la came ne pourrait done pas 
rester immobile sous Taction de la force dirig^e suivant FH, 
puisque cette force et le ressort DE tendraient Tun et Tautre 
a la faire tourner dans le m^me sens autour du point O. 

Get encliquetage peut ^tre appliqu6a un mouvement de 
rotation. AB est remplac6 par un anneau circulaire a Tint6- 
rieur duquel agissent plusieurs cames telles que C, dispos^es 
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regulierement au cienlre de cet anneau. C est Tencliquelage 
Dobo (voir Cinematique, p. 292, el/ig^. 228 bis). 

§ VI 11. — RESISTANCE AC ROULEMENT. 

Losqu'un cylindre pesant roule uniformemenl sur une sur- 
face plane et horizontale, les deux corps eprouvent, dans le 
voisinage du point de contact, des deformations plus ou moins 
permanentes. De la un travail resistant dd aux actions mole- 
culaires qui se developpent entre les deux corps, et par con- 
sequent il faut une force exer^ant un certain travail moteur 
pour entretenir le mouvement uniforme du rouleau. De m^me, 
pour rompre I'equilibre suppose 6tabli, il faut une force dont 
le moment, par rapport a Karate de contact, axe instantane 
de la rotation qui doit se produire, soil precisement egal au 
moment des actions mutuellesdont le siege est, eu egard h la 
deformation, en dehors de cette arete geometrique. Ces actions 
portent le nom de resistance au roulement. Cette resistance 
est generalement trds faible; cependant il est utile de con- 
nattre les lois qui la regissent, pour savoir quelle est son 
influence dans chacun descasouellesetrouvemise enjeu (*), 
et de s*assurer si cette influence est negligeable. Coulomb a 
le premier determine experimentalement les lois de la resis- 
tance au roulement. 

Considerons {Jig. 76) deux madriers horizontaux s6pares 
par un intervalle vide. Sur ces madriers se trouve pose un 
rouleau en bois de ga'i'ac de rayon CA = r. Pour produire sur 

(') Toutes les fois que Ton aura dans une machine deu^c surfaces (dont 
Tune au moins doit ^tre mobile) assujetties k ^tre constamment en contact 
Tune avec Tautre, et en outre k remplir certaines conditions qui r^sultent 
de leur liaison geometrique avec d'autres pieces fixes ou mobiles, il faudra 
commencer par etudier geom^triquement la nature du mouvement relatif 
de Tun des deux corps par rapport k I'autre. La premiere question qui se 
trouve posee est done toujours une question de Cinematique : c'est cette 
Science qui nous apprendra si le mouvement relatif est un roulement, un 
glissement, un mouvement mixte compost des deux. Quelquefois il arri- 
vera que I'un ou I'autre effet sera possible indifferemment au point de vue 
geometrique; alors la Dynamique fera connaltre quel est le mouvement 
eflfectif. 

B. — II. i3 



194 DEUXifeHE SECTION. — DES MACHINES EN MOUVEMENT. 

ce rouleau une pression variable, on faisait passer sur lui une 
ficelle aux deux extr6mit6s de laquelle ^talent suspendus deux 
poids 6gaux k la moiti6 de la charge Q qu'on voulait donner 
au rouleau. Cela fait, pour determiner le mouvement dans un 
certain sens, on ajoutait d'un c6t6 une surcharge g, et Ton 
observait quelle 6tait dans chaque cas la force g ou plutdt le 
moment gr n6cessaire pour que le mouvement fftl sur le point 
de se produire, ou pour qu'un mouvement tr^s lent persist^t 
uniform^ment une fois imprim6. 

Consid6rons r^quilibre sur le point d'etre rompu : il est 
clair que la reaction totale de I'appui est une force verticale 
el 6galc h Q-h g. Done le mouvement qui tend k se produire 
ne saurait ^tre un glissement, quelle que soit Fintensite de la 
force 7, bien que rien, dans les conditions geom6triques de 
la question, ne s'oppose h ce que le mouvement soit plut6t un 
glissement qu'un roulement. Mais nous savons que le premier 
n'existe que si la reaction de I'appui est inclinee d'un certain 
angle <p sur la normale. Ici, au contraire, la reaction Q -f- ^ 
de Tappui est verticale; seulement, comme cette reaction doit 
avoir pour T^quilibre un moment egal et de signe contraire 
au moment gr de la force additiounelle, elle doit s'^caiter du 
point de contact A^ dans le sens du mouvement, d'une dis- 
tance 3 d^termin^e par Tequation 

gr=zd{Q-^g). 

Coulomb a constate que le rapport j^ — du poids addi- 

tionnel h la reaction normale ou pression est constant pour un 
m^me rayon r et pour les m^mes substances en contact. 
II a cru reconnaitre en outre que, quand le rayon r varie, le 

rapport rr-^ — varie en raison inverse de ce rayon r, de sorte 

or 

que le rapport du moment moteur k la pression j^ — > c'est- 

Si-dire la distance 3, est, d'apres Tequation pr6c6dente, une 
longueur constante, quel que soit le rayon /*. 

Celte loi, comme celles du frottement, a 6t6 trouv^e par 
Coulomb dans les limites de la pratique; il serait absurde de 
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voaloir I'appliquer en dehors de ces limites» car la longueur 
AA' ou $ doit toujours ^tre beaucoup plus petite que r, M. Mo- 
rin, par de nouvelles experiences, a v6rifi6 que cette loi est 
tres suffisamment approchee dans les cas ordinaires. 

La longueur d, dans les experiences de Coulomb relatives a 
un cylindre de bois de gai'ac de o™,i62 de diametre roulant sur 
des regies en chene, a ete trouv^e egale h o*", 00048. 

Cas d'une reaction inclinee. — On peut encore produire 
le roulement d'une autre mani^re. Le cylindrfe supportant 
toujours une force Q, on peut lui appliquer une force horizon- 
lale q {Jig. 77). Voyons quelles sont les conditions pour que 
le roulement soit sur le point de naitre. 

La reaction du corps, R, qui doit toujours etre egale et oppo- 
see a la resultante de Q et de g, doit dtre ici oblique; elle 
passe par un point A' situe en avantde A et se decompose en 
deux, Tune verticale et egale k Q, I'autre horizonlale, egale a q 
et dirigee en sens inverse du mouvement. L'experience a 
prouve que le moment qh de la force parallele au plan par rap- 
port k A ou k A' a la m6me valeur que le momenl qr dans le 
cas pr6c6dent, les pressions, dans les deux cas, eiant, bien 
entendu, supposees 6gales. 

Or, si nous remplacons la reaction R par ses composantes, 
il faudra pour T^quilibre que le moment Q<Jsoit egal ^ qh; 
de sorte que la distance $ du point A' au point A est la m^me 
que dans le cas dejk etudie. Cette quantity d etant connue, 
nous aurons pour I'equation de Tequilibre 

d'oii 

MaiSf dans le cas actuel, il peut y avoir glissement ou roule- 
ment, puisque la reaction de Tappui est inclinee sur la nor- 
male ; le premier cas se produira quand cette inclinaison sera 
egale ^ Tangle de frottement. 
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11 y aurait done glissenienl si la forces t^Q-, necessaire 

au roulemeni, 6tait plus forle que la force /Q, c'est-k-dire si 
Ton avail 

En r6sum6, loutes les fois qu'un corps roule sur un autre, 
la reaction totale de Tappui passe un peu en avanl de I'ar^te 
de contact g6om6trique, toujours dansle sens du mouvement. 

La distance S du point d'application de cette reaction au 
point de contact ne depend nullemenl de la direction de cette 
reaction qui peut ^tre normale ou inclin6e. 

Dans ce dernier cas, Tappui exerce une reaction tangentielle 
qui peut ^tre quelconque, pourvu qu*elle soil inferieure a 
celle qui correspond au glissement sur le point de naitre. 



Usage des rouleaux pour le transport horizontal 

des fardeaux, 

Quand on veut transporter horizontalement un madriertres 
lourd, ou une pierre de taille, il est presque impossible de 
les faire glisser sur un sol rugueux dont le coefficient de frot- 
tement est considerable. On remplace le glissement par Ic 
roulement, le frottement par la resistance au roulement, qui 
est beaucoup plus faible. 

Pour cela, on dispose parallelement sur le sol deux rouleaux 
de m^me rayon r {fig. 78), et Ton place dessus le madrier 
qu'il faut transporter; puis on applique ^ ce madrier une force 
de traction Q pour le faire avancer. On demande quelle doit 
etre la valeur de cette force pour que le mouvement soit sur 
le point de naitre, connaissant le poids P du madrier. 

Comme dans toules les questions de ce genre, il faut d'abord 
6tudier comment se fera le mouvement au point de vue geo- 
metrique. 

Les rouleaux auront un mouvement instantane de rotation 
autour de leur arete de contact, A pour Fun, Ai pour i'autre. 
Le madrier a son tour roulera sur ces rouleaux dont le mou- 
vement relatif par rapport au madrier sera 6galement une 
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rotation instantanee autour du point B dans le sens de la 

Cherchons maintenant les conditions d'equilibre sur le point 
d'etre rompu. Prenons Tun des rouleaux. 11 roule k la fois sur 
le plan et sur le madrier; et, si nous n^gligeons son poids, les 
seules forces qui lui sont appliqu^es sont les reactions des 
corps en contact. 

D'apres la th^orie du i oulement des solides naturels, la reac- 
tion totale du point d'appui passe en un point A' situe en avant 
du point A, et elle se compose en general d*une reaction nor- 
male N et d'une reaction tangentielle F (-) dirig6e en sens 
inverse du mouvement. 

A la partie superieure, il y a mouvement relatif du rouleau 
sur le madrier, et il est bien clair que ce mouvement a lieu 
en sens inverse du premier. Done, la reaction sera inclinee, 
passera par un second point B' situe a une certaine distance d' 
en arriere de B, et elle pourra se decomposer en deux, Tune 
normale, Tautre tangentielle. La quantity d' sera gen^rale- 
ment differente de d parce que les substances en contact ne 
sont pas les m^mes dans les deux cas. 

Cela pose, pour Tequilibre de ce rouleau, il faut d'abord que 
les reactions normales soient egales enbas etenhaut; il doit 
en elre de m^me des reactions langenlielles. Prenons de 
plus les moments des quatre forces autour du point B, et 

nous aurons 

Fx 2/- = N((5h-(5') 



(*) D'apr^s cela, on reconnait d'abord que la vitesse du madrier sera 
double de cclle des centres des rouleaux. En etfet, puisque le mouvement 
du premier rouleau est un mouvement instantan^ de rotation autour du 
point A, les vitesses de ses differents points sont enlre elles comme leurs 
distances au point A; done la vitesse du point B est double de la vitesse 
du point O, et, d'un autre c6te, la vitesse du point B est la m^me que celle 
du point du madrier qui coincide avec lui pour qu'il n'y ait pas glissement. 

II resulte de la que le corps P, s'avancant deux fois plus vite que les 
rouleaux, finira par les quitter, de sorte qu'il en faut un troisieme qu'on 
apporte a la parLie anterieure du corps P, un peu avant que celui de der- 
riere se trouve degage. 

{') On sait que cette derniere reaction est nuUe dans certains cas; son 
existence n'est done point une consequence n^cessaire du roulement. Dans 
tons les cas, il est bien evident qu'on sera toujours averti de son absence, 
parce qu'on trouvera sa valeur 6gale ^ zero. 
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et, pour Tautre rouleau, 

Ecrivons maintenant les Equations qui r^sullent de T^qui- 
libre du madrier. 

11 est soumis a des forces egales el oppos^es aux reac- 
tions N, Ni et F, Fi qu'il exerce sur les rouleaux; on aura 
done, pour Tequilibre de ce corps solide, 

F-hFi=Q, N^-NirzzP. 

En ajoutant les premieres equations merabre k membre et 
ayant egard a ces dernieres, nous aurons 

d'ou 

8 + 0' 

2/' 

Comme application numerique, faisons 

(5 = 0"', 01, (5' =10,001, /zzzO, I, 

on aura 

Q=:o,o55P. 

Ainsi la resistance e^i considerablement r^duite. 

On emploie. toujours ces rouleaux pour transporter hori- 
zontalement une pierre de taille arrivee au sommet du tas, 
c'est-a-dire k la partie sup^rieure d'un raur en construction. 
On a des appareils fixes qui servent k I'elever sur le tas en un 
point donne, puis, par des rouleaux, on la cdnduit a la place 
qu'elle doit occuper. Ces rouleaux n'ont pas la forme cylin-^ 
drique; ils sont gen^ralement fusoYdes ou renfl6s au milieu 
{Jig. 79), afin qu'on puisse facilement changer quelque peu 
leur direction, soit que leur axe n'ait pas 6te k Forigine exac- 
tement perpendiculaire aux faces du mur, soit que celui-ci se 
compose de parties faisant un angle tr^s obtus. 
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Galets. 

Les galets ne rendent pas le m6me service que les rouleaux ; 
ils n'ont pas pour effet de supprimer completement le frotte- 
ment; seulement ils diminuent le travail inutilement con- 
somme. 

Considerons, par exemple, le tourillon a roulettes comme 
celui qui est employ^ dans la machine d'Atwood; ce tourillon 
porte sur les jantes croisees de deux galets, mobiles eux- 
m^mes sur leurs propres tourillons {Jig, 80). 

Le frottement est completement remplace sur le tourillon 
principal par un roulement dont Teffet nuisible est negligeable. 
Mais il y a ailleurs des parties fixes dans le systeme; le frotte- 
ment n'est done pas d^truit; il ne fait que changer de place, 
car il se produit maintenant entre les tourillons des galets et 
leurs coussinets. L'avantage qu'on trouve dans cette position, 
c'est que le travail du frottement est consid^rablement r6duit. 

En efifet, si le tourillon avait port6 sur un coussinet ^xe, le 
travail pour un tour de la roue aurait 6te egal au frottement 
multipli6 par la circonference de ce tourillon, tandis qu'avec 
cette disposition, pendant que le tourillon fait un tour, le 
galet ne fait qu*une fraction de tour, de sorte que le travail 
du frottement, qui est egal au produit de ce frottement par 
une fraction egale de la circonference du tourillon des galets, 
est beaucoup plus petit que dans le premier cas. 

Mais, a cote de cet avantage, nous pourrions signaler dans 
certains cas un grand nombre d'inconvenients pratiques dont 
nous avons dejk dit quelques mots ailleurs. Par exemple, 
quand on se sert de galets pour guider une tige en ligne droite 
(fig. 81 ), il arrive de deux choses Tune : ou bien la tige tend 
a devier dans le sens A, ou bien dans le sens B. Dans le pre- 
mier cas, le mouvement ayant lieu dans le sens de la fleche F, 
le galet tournera dans le sens de la fleche a; dans le second, 
le galet tournera dans le sens de la fleche 6. II y a un moment 
d'arr^t quand le sens du mouvement change; un glissement 
se produit alors, d'ou il resulte qu'il se forme dans le galet 
des meplats qui emp^chent bient6t le galet de rouler. On 
retombe ainsi dans I'inconvenient qu*on avait voulu 6viter. 
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§ IX. — FrOTTEMExNT MIXTE DES EXGRE.NAGES. 

Nous avons encore k 6tudier le cas mixte ou deux corps 
roulent et glissent en m^me temps Tun sur Tautre, comme 
cela se presenle pour les engrenages (* ). 

Dans ce cas, on neglige generalement la resistance due au 
rouleinent, parce que les dents sont assez dures et assez bien 
poiies par le frottement meme pour que cette resistance soit 
tout a fait negligeable, surtout en presence du frottement, qui 
est beaucoup plus considerable. 

Nous supposerons que le contact commence un pas avant 
la ligne des centres, et finisse un pas apres, ce qui conduit a 
avoir constamment deux paires de dents en contact. Soit T 
iji^^ 82) le point de contact de deux dents sur la ligne des 
centres : quand les roues auront tourn^ cbacune de Tangle 
correspondant a un pas, le point de contact T aura parcouru 
sur cbaque circonference primitive des espaces TM' et TM. 



(■) Rappelons-noos d*abord la question cinematique de la transmission 
du mouTement. Nous avons trouve qu'au moyen des engrenages le mouve- 
ment de I'une des roues se transmet uniformemenl a Taulre. Or, cela a ete 
d^montr^ geometriquement, independamment de la nature des roues, des 
frottements, etc. Done cela aura toujours lieu, quels que soient les frotte- 
ments qui se manifestent et la grandeur des eflbrts mis en jeu; les resis- 
tances passives n'ont done aucun effet sur la transmission du meuvement 
proprement dit; elles ne font qu'augmenter le travail qu'il faut d^penser 
pour entretenir le roouvement uui forme de la roue motrice. Je signale en 
passant ce nouvel exemple de rindependance parfaite des deux points de 
Tue difli^rents auxquels on pent se placer pour etudier les machines : 

I* Gonsid^rees comme organes de transmission de mouvement, elles se 
comportent comme des figures geometriques et sont uniquement soumises 
aux lois de la Geometric. Gette premiere partie determine les vitesses de 
tons les divers points en fonction de celle d'un seul pris 4 Yolont6. 

2* Gonsiderees comme transmettant Taction des forces d'un point et d*une 
direction a un autre point et 4 une autre direction, les machines sont regies 
par le theoreme du travail : ce theoreme, comme nous I'avons tu, donne 
en fonction du travail disponible i chaqne instant les lois de la yitesse du 
point regulateur, et par consequent celles de tons les autres. 

Accidentellement, toutes ces vitesses pen vent dire nulles, c*est-4-dire le 
mouvement impossible, ce qui n*est nuUement en contradiction avec les 
lois primordiales de la Cinematique. 
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L'arc de glissemenl est egal a MM'. Le mouvement relatif de 
la roue C par rapport a C comprend un glissemenl MM' et un 
roulement de M' en T'; nous negligerons le travail nuisible 
resultant de ce roulement. 

Supposons le pas a ires petit; alors M'M sera sensiblemenl 
^gal a sa projection sur la ligne des centres, c'est-a-dire a LL'. 
Or 

LL'=: TL H- TL'= — + -^ := ^ 

Si Ton d^signe par N la valeur moyenne (*), pendant le 
parcours d'un pas, de la somme des composantes normales 
des actions mutuelles des deux paires de dents en contact, le 
frottement sera egal a/N, et le travail du frotlemenl pendant 
ce parcours sera 6galau produitde/N par Tare de glissemenl; 
done le travail du frottement pour le parcours d*un pas est 
egal \ 





Admettant cette valeur approximative, represenlons par T 
le travail moteur, par T'le travail resistant utile, ces quanlites 



(') La pression N n'est pas constante en gt^D^rai; elle ne le serait rigou- 
reusement que dans le cas de I'engrenage k d^veloppantes, et encore si I'on 
n^gligeait le frottement. 

Supposons en effetun engrenagequelconque (fig'SS), Soient P la puissance 
appliqu^e k Tune des roues, Q la resistance appliqu^e a I'autre, et soit AB 
la ligne suivant laquelle s'exerce la pression N ^ un certain moment, c'est- 
a-dire la normale aux surfaces de deux dents en contact, normale qui passe 
toujours au point de contact T des circonf^rences primitives sur la ligne 
des centres. 

Pour que la roue C soit en (^quilibre, en n^gligeant le frottement, il faut 

qu'on ait 

PR 
PR = Nr, d'oii N=-^, 

/• 

R el r d^signant les bras du levier des forces P et N par rapport au centre C; 
or, il n'y a que dans I'engrenage k d^veloppantes que r soit constant; done il 
n'y a que dans cet engrenage que la pression normale N soit constante, du 
moins quand on neglige le frottement. 

Pour les autres, elle est variable; c'estla valeur moyenne de cette quan- 
tit^ qu'on fait entrer dans I'expression du travail du frottement. 
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de travail ^iaat prises pour un parcours de K fois le pas, on 
aura 

(,) T = 'F+^/N««(i + ^, 

Pour eliminerN, il faut considerer Tune des roues seule; 
on remarquera que, le pas etanl loujours suppos6 assezpelil, 
on pent remplacer, avec une approximation suffisante, Tequa- 
tion de T^quilibre de la roue menee par la formule 

T' = KNa, 

formule qui serait rigoureusement exacte si la normale com- 
mune aux profils des dents en prises etait constamment nor- 
male a la ligne des centres. On le peut d'aulant plus que la 
quantite KN se trouve dans Tequation ( i ) multipliee par/, qui 
est tres petit; on ne commettra done qu'une erreur tres faible 
en remplagant KNa par T'; done nous pourrons 6crire avec 
une exactitude suffisante cette formule donnee pour la pre- 
miere fois par le General Poncelet : 

(^) T=T'[.^i/«(i+i);. 

On voit, par cette formule, qu'on a int^r^t k diminuer le pas 
autant que possible; mais cette diminution a necessairement 
une limite, parce qu'on arrive bient6t a des dents trop minces 
pour r^sister aux efiforts qu'elles ont h subir. 

Si Tengrenage est cylindrique, on peut introduire dans la 

formule precedente les nombres de dents des roues. En effet, 

on a 

na -=: 27rr, 



n' a^^iTir' 



done 



(3) T = T'[.-HA(^H-i,)]. 

Exemple : 

/=:Ojio, n = 20, Ai' = 4o, 




J 
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Dans lecasdesengrenagesconiques {fig- 84),laformule {2) 
pourra servir, pourvu qu'on ait soin d'y remplacer r et r' par 
les longueurs TO, TO' des generatrices des deux cAnes qu'on 
d6veloppe, afin d'avoir les circonferences primitives qui 
servent au trace des profils. Cela r^sulte im mediate ment de 
ce que nous avons dit sur ces engrenages. En effet, les courbes 
des dents se touchent pendant une courte dur^e, comme si 
elles restaient dans le plan 00' perpendiculaire k AT. Ces 
engrenages sont plus doux que les engrenages cylindriques 
d'ua m^nne nombre de dents. 

Ces formules ont 6t6 Stabiles en supposant Tare d'approche 
el Tare de retraite 4gaux tous deux li un pas. II n'y aurait 
rien <■ changer si le contact n'avait lieu que d'un cdt4 de la 
ligne des centres, dans I'^tendue d'an pas, soit avant, soil 
apr^s le passage au point T. En effet, il n'y a plus alors ^ la 
fois que deux dents en prise ; la pression N s'exerce entre tes 
deux dents, au lieu de se partager entre les deux paires de 
dents, comme dans le cas que nous venons d'etudier, de sorte 
que le frottemeni n'esi pas change ('). 

Au contraire, s'il n'^lait pas indispensable de proscrire 
d'une mani^re absolue la transmission operee par le simple 
contact d'une paire de dents, on pourrait diminuer de moiti6 
le travail du frottement en faisant commencer, par exemple, 

le contact - pas avant et finir - pas apres la ligne des centres. 

Dans les formules que nous avons Stabiles jusqu'ici, I'in- 
lluence du frotlement est la meme avant la ligne des centres 
et apres. Ce resultal est contraire a toutes les indications de 
la pratique, qui monlrent que le frottement avant le passage 
a la ligne des centres est beaucoup plus nuisible que le frotte- 
ment apr^s, et qu'il peut mSme produire des arcs-boutements 
et empficher toule espece de mouvement. 

Mais i! ne faut pas oublier que nous avons suppose le pas 
tr^s petit, et alors nos r^sultats peuvent ^tre consider^s 
comme suffisamment exacts. II n'en serail plus de m€me si le 



(')Noiis avoQS dit que la derni^re disposition sera i t eitrime men t dtfrc- 
tueuse en pratique, parce qu'clle eiposerait 4 des chocs par suite d<?» 
moindres irr^gularil^s dans la figure des dents. 
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contact avait lieu a une assez grande distance de la ligne des 
centres, en un point tel que M, par exemple {fig^ 85). (La 
figure est faite dans le cas particulier d'un engrenage k flancs 
et 6picycloides.) 

Soient C et C les centred des deux circonferences primi- 
tives qui tournent dans le sens indiqu6 paries fleches. Soient 
Q et P les forces qui agissent sur ces roues, Q 6tant la puis- 
sance et P la resistance. Avec ces hypotheses, le contact a 
lieu apres la ligne des centres. 

Cherchons les conditions de T^quilibre. La roue C est en 
equilibre sous Tinfluence de la force P, de la reaction nor- 
male N' et d'une reaction tangenlielle/N' dirigee de M en A, 
dans le sens du mouvement relatif. L'^quation d*6quilibre 
sera, en prenant les moments par rapport au point C, 

x' d^signant le bras de levier de la reaction N et r' le rayon 
de la roue C; le bras de levier du frottement est nul. 

Ecrivons maintenant les conditions d*equilibre de la roue C. 
EUe est en equilibre sous Tinfluence de la force Q et des 
reactions N et/N egales et directement oppos6es aux reac- 
tions N' et /N\ Soient x le bras de levier de la force N, y le 
bras de levier de /N; nous aurons, en prenant les moments 
par rapport au point C, 

Qr — Nx— /N>=io. 

Eliminons N entre ces deux Equations, et nous aurons 

Pr' 

Qr = (x + /v)-^. 

Or, on a, en verlu des triangles semblables CTE, C'TM, 

X r 

7 — ^ly 

X r 
done 

QrrrzPr-hP-^ 

X 

ou 

Q /v 

— =z I -+- -^— • 

P X 
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On peul encore donner une autre forme a cetle expression 
en inlroduisant la longueur CD 1=^ de la perpendiculaire k la 
ligne des centres comprise entre le point C et la ligne CM 
prolongee. En effet, les triangles CDA, CTE sont semblables 
et donnent 



done enfin 



as r^ 



Q f^ 

P ^ r 



de sorte que la fraction du travail moteur absorbee par le 
frottement est 

A- 

Faisons maintenant la supposition inverse. Si P est la puis- 
sance et Q la resistance, le mouvement est sur le point de 
naitre dans le sens oppos6 au precedent, et le contact a lieu 
avant la ligne des centres. Dans ce nouveau cas, les formules 
se d^duisent des precedentes en changeant simplement le 
signe de/. On aura done 

p "" / 

et, si Ton veut avoir le rapport de la puissance a la resistance, 

P I 



Q ~ . /^ 



Cette quantite, de meme que la prec6denie, est plus grande 
que Tunite; mais elle pent devenir beaucoup plus grande si 
la quantity z augmente suffisamment. En effet, on voitque, si 

fz 
Ton a ^ = I la puissance P est infinie, c'est-a-dire que le 

mouvement n'est pas possible (*) : c'est un nouvel exemple 
de ce que Ton appelle arc-boutement. 

(') II est facile de demontrer que la condition precedente repond au cas 
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Celle condition conduit k rarc-boulenaent, lors m^me que 
les dents sonl parfaitement ex6cut6es. II y a d'autres cas d'arc- 
boutement qui doivent contribuer encore k faire proscrire de 
plus en plus les contacts commen^ant k une trop grande dis- 
tance en arriere de la ligne des centres. lis tiennent a certains 
d^fauts de construction des engrenages, lorsque, par exemple, 
dans un flanc de la roue menante se presentent de petiles 
cavil6s oCi pent s'engager I'extr^mite de la dent de la roue 
conduite {/tg- 86). Ces irregularites ne genent pas lemouve- 
ment dans un sens; elles Tempechent dans le sens inverse. 

§ X. — Frottembnt dans la vis sans pin. 

Avant d*4tudier celte question, qui vient naturellemenl 
apres la recherche du frottement dans les engrenages, com- 
men^ons par rappeler quelques notions sur lesquelles nous 
avons dej^ beaucoup insiste en Cinematique. 

Prenons trois axes rectangulaires {Jig. 87) et, faisant deux 
projections rectangulaires, supposons que O^ soit Taxe de la 
vis sans fin, et que I'axe de la roue soit situe au-dessus paral- 
lelement k Ox. Soit Or le sens dans lequel on doit porter 
Taxe de la vis dont la rotation, par consequent, a lieu dans le 
sens de la fleche (a) de ^ vers x. Cherchons dans quel sens 
nous devons porter I'axe de rotation de la roue. II y a deux 
cas k distinguer, selon que le sens de la vis est dexirorsum 00 
sinistrorsum. Supposons le premier cas, c'est-a-^lire supposons 
que rhelice de la vis soit tracee comme le montre la figure, la 
dent de la roue en contact avec cette helice vient en avant du 



o^ la reacUott resulUnte des forces N et /N (cette dernicre ajant maimte- 
nant une direction opposee 4 celle que suppose la figure) passerait par le 
centre. En effet, cette condition donne 

tangs = - = UngCDT. 

Or, les triangles CEN, CDT sont seicblables: done Tangle 

CXT = CDT = ». 

Done la reaction notrice pour la roue C pnsse par le centre de cette 
roue, el ne pent par consequent detenoiner aucun nftouTenent. 
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plan zOa:; done la rotation de la roue se fait dans le sens de 
la fleche (^ ) de v vers z; Faxe de la rotation doit done ^tre 
compte dans le sens CA. 

Si la vis ei<kil$inistrorsum^ ce serait I'inverse qui auraitlieu. 

Designons par n le nombre des dents de la roue, et par <>) 
sa Vitesse angulaire; /lu sera la vitesse angulaire de la vis 
sans fin. Appelons a la distance CO. 

Pour avoir le frottement de la roue sur la vis, il faut cher- 
cher son mouvement relatif. Pour cela, d*apres les regies 
etablies, il faut composer le mouvement de la roue avec un 
mouvement 6gal et contraire a celui de la vis, c'est-k-dire une 
rotation dirigee suivant Cj?, (fig. 88) avec une rotation nw, 
dirig^e suivant OA, en sens inverse de Oy. Pour cela, nous 
appliquons au point C deux rotations CAi, CA', de sens con- 
traires et 6gales toutes deux ^ /iw. Nous avons alors au point C 
trois rotations; mais Tune d'elles forme avec celle qui est sur 
le prolongement de j un couple de rotation Equivalent h 
une translation OC x /iw ou naoi perpendiculaire au plan du 
couple, c*est-^-dire parallele k Oo: et dirigee en sens contraire, 
le moment du couple 6tant n^gatif. Soit CB la vitesse de ce 
mouvement de translation. Les deux autres rotations appli- 
quees au point C se composent en une seule 6gale k 

Nous avons maintenant une rotation autour de CD et une 
translation dont la vitesse est CB. Nous pouvons decomposer 
cette translation en deux dirig^es, Tune suivant CF, prolon- 
gement de CD, Tautre suivant une perpendiculaire CE k CD. 
On a, d'aprds les triangles semblables, 



CE=: 



2 



n^a(t) 



^i -h n* 

Or on pent, en transportant Taxe CD parall6lement h lui- 
m^me en C,Dj, faire naftre un couple de rotations (CD, CjDi) 
qui d6truise prEcis^ment cette translation CE. 
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On aura ainsi I'axe de rotation glissant qui representera h 
la fois une rotation w y/i -4- n^, et une translation inverse 



natt) 



\/i -+- w 



On sail que la position du point Ci est determinee par les 
equations suivantes, que Ton retrouve ais^ment ici : 



CC, 



OCi 



d'ou 



a .^^ n-a 



OC,=:z -^^, CC,-_ 



n^ * 1-4- n* 



Si Ton prenait OCi pour rayon de la circonference primi- 
tive, la direction de CiDj serait pr^cisement celle de la tan- 
gente h Th^lice de la vis sans fin, car on a 

, 27:R 

h =1 ) 

n 

R etant le rayon de la roue, d'ou, si U = n^r, 

h 



2 7r/* 



n =1 tangDG^'. 



De la sorte, le mouvement relalif se composerait simple- 
ment d'un glissement (mouvement de rosion) de la dent de 
la roue sur le plan incline de la vis, et d*un roulement autour 
d'un axe situe dans le plan tangent aux surfaces en contact, 
roulement dont Tinfluence nuisible serait negligeable. Quant 
k la translation, elle aurait en ce point sa grandeur minima, 
comme on Ta vu en Cinematique. 

Malheureusement, cette disposition est pen pratique; car 
si w=i2o, par exemple, le rayon de la vis se trouve reduit a 

-. — de la distance des deux axes. II faut augmenter ce rayon. 

Alors, si nous transportons I'axe CiDi au point de contact 
des Cylindres primitifs, cet axe se trouve oblique par rapport 
au plan tangent commun, et donne lieu ^ deux rotations, 
I'une qui se reduit a un simple roulement autour d'un axe 
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situe dans le plan tangent, I'autre qui a lieu autour d'un axe 
perpendiculaire et qui produit un frottement analogue a 
celui d'un pivot sur sa crapaudine. 

Nous n6gligerons le frottement qui r^sulte de cette rota- 
tion et nous assimilerons le mouvement a une translation 
sur un plan incline, dont Finclinaison i est celle de Thelice 
moyenne. 

Cela pose, remplagons les couples qui sollicitent les deux 
arbres par des couples Equivalents dont les bras de levier 
respectifs soient les rayons R et r des circonferences primi- 
tives. Soient Prle couple applique a la vis, QR celui qui agit 
sur la roue; nous pouvons supposer que Tune des forces de 
chaque couple rencontre Taxe correspondant, les deux autres 
etant appliquees au point de contact des deux corps. La vis 
Etant conductrice, P est la puissance, Q la resistance; le 
probleme est le meme que celui de Tequilibre du plan incline, 
bien qu'ici les deux corps consideres soient tons les deux 
mobiles {fig* 89). Au moment ou la roue est sur le point de 
ceder a la pression de la vis, la reaction K de celle-ci est 
inclinee a gauche de la normale, et Ton a pour Tequilibre de 
la roue 

Q =:Kcos(/ -i- 9). 

Pour I'equilibre de la vis, il faut considerer la reaction Ki, 
egale et opposee h K, et Ton a 

P --^Ksin(« -T- 9), 
d'ou 

P " Q tang(i -H 9). 

Si la roue conduisait la vis, on devrait changer le signe de 
Tangle 9, et Ton aurait pour la puissance Q (P etant mainte- 
nant la resistance) 

Q=:Pcot(f — 9). 

Pour que Tengrenage soit reciproque, il faut qu'on ait ^ la 
fois 

i < go« — 9, 

i> 9 
B. - II. i4 
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OU 

I 

tangK y 
tang«>/. 

Les Equations prec6denles conviennent egalement au cas 
du mouvement uniforme. 

Imprimons un d^placement virluel infiniment petit a la 
vis, et soit ds i*arc dont la dent de la vis glisse sur la dent de 
la roue; cet arc, projet^ sur les directions des forces P et Q, 
aura pour composantes dsco^i, ds?>miy et par suite les pro- 
duits Vdsco^iy V dssmi repr^sentent les travaux el6inen- 
taires de la force mouvante P et de la force r^sistante Q. 

Multipliant T^quation 

P~Qtang(t-h9) 
par ds cos iy il vient 

V dscosi=^Q ds cos iidiT\g{i-\- 9) 

zrz Q ds sin i iding{i -h <o) coii 
OU bien 

. T;n— T,.tang(f-h <^)coii, 

Equation qui convient au cas ou la vis conduit la roue. 
Si c'est la roue qui conduit la vis, on partira de T^quation 

Q=::Pcot(j; — 9), 

et Ton trouvera entre le travail moteur et le travail resistant 
la relation 

T;n — T,.cot(f — cp)tange, 

qui n'est autre chose que la pr6c6dente, dans laquelle on 
aurait chang6 i en 90" — i. 

Le travail du frottement, dans la vis sans fin, est toujours 
considerable (*); aussi cet organe est-il surtout employ^ pour 



(* ) Les formules pr^c^dentes ne readent peut-6tre pas parfaitement compte 
des frottements ^normes que la pratique signale dans la vis sans fin. Le 
pivotement, que nous avons n6glig6, a certainement aussi sa part d'influence 
sur ce ph^nomene, ce qu'indique la grande douceur de Tengrenage hyper- 
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iransmetlre de faibles quanliles de travail, ou bien lorsque, 
dans une operation accidentelle, il n'importe pas de perdre 
du travail. 

Remarquons enfin que Tobliquite de Taction mutuelle donne 
naissance sur chacun des deux arbres : 

i<* A une force longitudinale qui determine des frottements 
sur les 6pauiements ou les pivots; 

2° A un couple appliqu6 sur Taxe, c'est-a-dire a des efforts 
lat6raux sur les coussinets, produisant k la fois une augmen- 
tation du frottement des tourillons et une tendance a I'arra- 
chement ou au desserrage des boulons de scellement. 



boloYde, lequel ne diff^re de celui-ci que par la suppression du pivotemenl. 
Dans Tengrenage de White, c'est au contraire le frottement de rosion 
qui est supprim^ et le mouvement est encore beaucoup plus doux. Les 
consequences relatives k I'obliquit^ de Taction mutuelle se relrouvent tout 
enti^res dans ce dernier sysl^me. 
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CHAPITRE III. 

« 

DES GORDES ET COURROIES. 



Au point de vue qui nous occupe acluellemenl, 11 n'est 
plus possible de consid^rer les cordes et courroies comme 
absolumenl flexibles et inextensibles. II importe aussi de se 
rendre compte du frottementqui se d6veloppe entre ces corps 
et les solides sur lesquels ils s'enroulent. 



§ XL — ROIDEUR DES COKDES. 

Les cordes employees a transmetlre des efforts un peu con- 
siderables presentent toujours une grande resistance h la 
flexion. II suit de la que, si Ton considere une corde passant 
sur une poulie Vi\e, et le mouvement uniforme acquis ou sur 
le point de naitre dans le sens de la puissance, la roideur de 
la corde est une nouvelle resistance passive, qui s'ajoute au 
frottement de Tessieu de la poulie sur ses appuis, une portion 
du travail de la puissance etant inutilement employee a pro- 
duire la deformation de la corde. 

II resulte encore de ia roideur du c&ble que celui-ci ne 
passe pas brusquement de la forme rectiligne a une forme cir- 
culaire modelee sur la poulie {fig. 90), de sorte que le bras 
de levier de la resistance Q est un peu plus grand que la 
somme du rayon de la poulie et de la demi-epaisseur du cSlble. 

D'apres Coulomb, en faisant abstraction du frottement de 
Tessieu, I'exc^s de la puissance sur la resistance, qui repr6- 
sente la roideur de la corde, est une fonction lineaire de la 
resistance Q et pent se mettre sous la forme 
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D 6tanl le diametre de la poulie, augments de celui de la 
corde. 

Dans celte formule, A et B sont deux coefficients, indepen- 
dants des quantit^s Q et D, ainsi que de la vilesse du mouve- 
ment de la poulie, au moins quand les tensions sont un peu 
fortes. Ces coefficients varient avec la grosseur et la nature 

de la corde, blanche ou goudronnee, sa s6cheresse ou son 
humidite, son etat de vetuste. 

Le Tableau suivant, calcule par Navier, donne, pour cer- 
laines cordes experimentees par Coulomb, les valeurs de A 
et de B qui conviennent quand on prend le kilogramme pour 
unite de force et le metre pour unite lin^aire. Les cordes 
^taient formees de trois torons ou cordes moins grosses, et 
les torons composes d'un certain nombre de brins nomm^s 
fils de caret. 



Tableau ponr calculer la roidenr de differentes cordes autour 

d'une poulie de i*" de diametre. 



i:<DICATiON DES CORDES. 


Cordes blanches de 3o fils. . . 

» de i5 fils.. . 

» de 6 fils. . . 
Cordes goudronn^es de 3o fils. 

» de 1 5 fils. 

» de 6 fils. 





POIDS 


diam£tre. 


par mitro 
de 




longuenr. 


m 

0,020 


kg 
0,283 


o,oi4 


0,145 


0,009 


o,o52 


0,024 


0,333 


0,017 


o,i63 


0,010 


0,069 



VALEUR 



de A. 

Roldear 
coDstaDte. 



kg 
0,223 

0,064 
0,011 

o,35o I 

I 

0,106 j 
0,021 , 



de B. 

Roidenr 

par 

kilogramme 

de r^sislaDce. 



kg 
0,0097 

o,oo55 

0,0024 

0,0126 

0,0061 

0,0026 



Les experiences de Coulomb ne permettent pas de tenir 
compte de la diminution considerable qui se produit dans la 
roideur d*une corde, au bout d*un certain temps d'usage. La 
roideur constante doit 6tre doublee quand il s'agit d'une 
corde blanche imbib^e d'eau. Cette m^me roideur augmente 
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sensiblement, pour les cordes goudronn^es, quand la temp6- 
rature descend au-dessous de zero. 

Nous n'insislerons pas davaulage sur ce sujet, qui appelle 
de nouvelles experiences, surtoul au point de vue des cables 
en fer, 

Les seuls conseils pratiques qu'on puisse donner consistent 
k recommander d*employer des poulies de grand diametre, 
des cables aussi minces qu*il est possible, eu egard a leur 
resistance; et enfin, au point de vue de la duree die la corde, 
d'eviter de la soumettre a des flexions successives en sens 
oppose. 

§ XII. — Frottement des cordes et courroies. 

Nous avons dit que les transmissions de mouvement par 
courroies sans fin 6taient fondles sur I'intensite considerable 
du frottement qui se developpe quand une courroie glisse ou 
est sur le point de glisser sur un cylindre qu'elle enveloppe 
en parti e (^t^. 91). 

Bien que les phenomenes du frottement des courroies dif- 
ferent essentiellement de tons ceux que nous avons rencon- 
tres jusqu'ici, nous allons voir qu'ils sont des consequences 
mathematiques des lois de Coulomb. N'oublions pas toutefois 
que les deductions d'une loi approximative sont d'autant moins 
certaines qu'elles sont plus 61oign6es. 

Soient Q la force r^sistante, P la force mouvante, et suppo- 
sons le mouvement sur le point de naitre dans le sens de cette 
force. 

Faisant abstraction de la roideur, considerons la corde 
comme composee d'elements solides articules glissant sur le 
cylindre. 

Soit T la tension d'un des elements de la courroie; cette 
tension, pour I'el^ment suivant, est devenue 

T +- dT. 

dT est Teffort tangentiel qui determine le glissement de la 
portion infiniment petite de courroie que nous consid6rons, 
malgre le frottement determine par la pression normale. 
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Or cetle pression est la somme des composantes normales 
des tensions T et T -h flTT qui comprennent un angle 6gal a dr, 
angle de conlingence du cylindre. En n^gligeant les infini- 
ment petils du second ordre, on a pour la pression 

2Tsin-dT---TdT, 

2 

et pour le frottement (^) 

Done, enfin, Tequation d*6quilibre est 

dT=zfTdT; 
d'ou, en integrant, . 

lognep.T=-./T-t-C, 

en appelant t la somme des angles de contingence, somme 
qui est 6gale k Tangle a, form6 par les prolongements des 
deux cordons ou par les perpendiculaires a ces cordons. 
L'int^grale g^nerale peut s'ecrire 

ou, en integrant depuis la tension Q jusqu'a la tension P, 

P -= Q e/«. 

Si Tenroulement a lieu sur un cylindre, on pourra rempla- 

g 
cer T par le rapport — de Tare embrass6 au rayon du cylindre, 

etTon aura 

Cette formule presente ceci de remarquable, c'est que le 
rapport de la puissance a la resistance, represent^ par une 

(*) Voici, d'apr^s M. Morin, les valeurs du coefficient de frottement des 
courroies, lequel est ind^pendant de la largeur : 

Ck)uiToies ordinaires sur tambours en bois 0,47 

Gourroies neuves o, 5o 

Courroies ordinaires sur poulies en fonte 0,28 

Gourroies humides o, 38 

Gordes de chanvre sur poulies en bois o,5o 

Suivant le m^me auteur, on peut faire supporter sans inconvenient k une 
courroie une tension de o''«f, 25 par millimetre carr6 de section. 
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fonction exponentielle de Tare embrass6, augmenle avec une 
Ires grande rapidite pour de faibles variations de cet arc. On 
conciut de la qu'ii faut une force 6norme pour faire glisser 
une courroie sur un cylindre, pour peu qu'on fasse faire k la 
courroie deux ou trois tours sur le cylindre. Les applications 
de cetie propriety des courroies sont nombreuses et impor- 
tantes. 

Des f reins. 

Quand on veut arreter ou ralentir brusquement une ma- 
chine, pour un motif de security par exemple, on emploie 
des appareils nommes f reins, qui developpent d'energiques 
resistances passives et produisent Teifet voulu au prix d'une 
certaine perte de travail. 

Le sabot des rouliers servait k retenir une voiture sur une 
pente trop rapide, en substituant le glissement au roulement. 
Le m^me principe se retrouve dans le frein de Laignel appli- 
que aux chemins de fer. Mais le frein le plus habituel des 
wagons, ainsi que celui des voitures, se compose simplement 
d*un corps qui vient frotter contre la jante. 

Les proprietes du frottement des corps flexibles servent de 
fondement aux freins les plus energiques. En voici quelques 
exemples : 

Un homme pent descendre sans danger d'une assez grande 
hauteur, par exemple en cas d'incendie, en se suspendant k 
une corde qu*il fait passer sur un cylindre de bois fixe et dont 
il tient k la main Tautre bout. II est alors tres facile de mo- 
derer la descente ou de s'arreter en un point quelconque. 

Supposons en effet le mouvement sur le point de naitre dans 
le sens descendant; soient T et ^ la tension des deux brins de 
la corde; comme la corde fait un demi-tour sur le cylindre. 
Tare embrasse est 6gal k tt et Ton a 

T zrsz tef^. 

Le coefQcient du frottement des cordes sur le bois etant 

o,5o, on a 

T 

logn^p. - — 1,67, 
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d'ou 



— 4,80. 



Or la somme T -+- ^ est egale au poids P de Thomme sus- 
pendu h la corde; on a done 

^ — 0,17?, T=:o,83P. 

L'effort t suffisant pour arreler la descenle est done environ 
12^8 k i5^s seulemenl. Pour s*elever par le m^me procede, Tef- 
fort devrait ^tre o,83P. En remplacant le eylindre fixe par une 
poulie, ces deux efforts seraient sensiblement egaux a o,5oP. 

En quadruplant Tare embrasse, e'est-k-dire en faisanl faire 

T 

deux tours a la corde, le rapport — serait eleve a la quatrieme 

puissance, soit a peu pres 

T — 53o^ 

On utilise cette propriety, ainsi que nous I'avons dit, pour 
elever des fardeaux au moyen d'un treuil {Jig. 92). Au lieu 
d'arr^ter la corde sur le eylindre du treuil, on obtient plus de 
securite en faisant simplement faire deux tours k cette corde ; 
Textr^mite libre aboutit dans la main d'un enfant, et Ton voit 
qu*un effort de 2^s suffit pour soutenir un poids de looo*^ et 
plus. En mollissant la corde, on arr^te quand on veut Tas- 
cension. 

Les m^mes principes guident dans I'etablissement des appa- 
reils destines a arreter un corps en mouvement en detruisant 
dans un temps assez court la force vive emmagasinee dans ce 
corps. Ce probleme a une tres grande importance et se trouve 
aujourd'hui tout a fait h Tordre du jour, a cause des nombreux 
accidents de chemins de fer, qui seraient evites pour la plupart 
si le m6canicien avait la faculty d'arreter rapidement un train 
lanc6 k grande vitesse. 

Mais il ne faut pas se faire d'illusions k cet egard. La force 
vive ne pent etre detruite que par du travail developp6, ce qui 
exige n^cessairement un certain espace parcouru, plus ou 
moins grand suivant la force vive acquise et la grandeur de la 
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resistance, espace qui ne pourra jamais ^tre reduit au-dessous 

d*une certaine limite, quel que soil Tappareil employe. 

Pour arr^ter en peu de temps un bateau anime d'une vitesse 

assez faible, mais dont la masse, et par suite la force vive, est 

considerable, on emploie une corde attachee par Tune de ses 

extr6mit6s au bateau, on fait faire a I'autre bout deux tours 

sur un cyli/idre de fonte Qxe k cet effet sur le quai, et Ton tient 

I'autre extr^mite a la main. Un petit effort sufQra pour faire 

equilibre h une grande tension exerc6e par le bateau. £tant 

donne cet effort t, on a pour la tension k laquelle il fait equi- 

libre 

T — ef^'t. 

T represente la force appliqu6e k la partie de la corde qui va 
du bateau au cylindre, c'est«a-dire I'effort resistant appliqu6 
au bateau. Le travail de cette force pour un deplacement du 
bateau egal k I sera T /. Or, on connait la force vive du bateau, 
done on n'aura qu*Si r6soudre Tequation 

et nous saurons quelle distance parcourra le bateau avant de 
s'arr^ter sous Tinfluence de la tension T. On calculera d'ail- 
leurs la tension que I'homme devra exercer a Textremit^ de la 
corde, de maniere que la tension qui en r^sulte a I'autre extr6- 
mite ne soit pas assez forte pour la casser. . 

Freins des arbres tournants, 

C*est encore sur le frottement des courroies et des cordes 
qu'est fonde Tusage des freins ordinaires appliques aux arbres 
de rotation. 

Un arbre tourne avec une certaine vitesse, tres grande sou- 
vent, et Ton veut arr^ter cet arbre dans I'espace de temps le 
plus restreint possible. On emploie pour cela des appareils 
appeles freins, 

lis peuvent consister simplement, comme cela a lieu pour 
les freins ordinaires, en une machoire de bois qu*on appuie 
centre la roue. II se developpe un frottement proportionnel a 
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la pression P qu'on exerce sur celte m^choire. Le travail de ce 
frotleirfenl pour n demi-tours decrits par la roue sera 

w/PRtt, 

R d^signant le rayon de Tarbre ou de la roue auquel est appli- 
que le frein. II suffira d*6galer ce travail a la demi-force vive 
de la machine pour savoir le nombre n de demi-lours que fera 
Tarbre avant de s'arr^ter. Pour peu que la force vive de la 
machine soit considerable, ce nombre n sera tres grand parce 
que le coefficient/ est assez petit. II a done fallu trouver un 
autre precede pour produire facilement des efforts 6nergiques. 

On fixe sur Tarbre tournant une poulie d*un grand diamelre, 
afin de produire non seulement I'effort resistant le plus grand 
possible, mais encore de rendre tres considerable le travail 
de cet effort. 

Le frein se compose d'une lame flexible en fer qui embrasse 
a peu pres les trois quarts de la circonference {fig- 90). L'une 
des extremites de cette lame est attachee k un point fixe 0; 
Tautre s'attache a un levier qui s'appuie au point 0. En exer- 
^ant au point B un effort Q, cet effort se transmet amplifi^ au 
point D et il presse la lame contre Tarbre tournant. II se pro- 
duit alors le frottement d'un arbre mobile sur une lame ^\\e, 
frottement qui est evidemment identique avec celui d'une 
lame mobile sur un cylindre fixe. 

Supposons que Tarbre tourne dans le sens de la fleche ; 
soient Tla tension motrice, t la tension resistante; T^quilibre 
du levier BOD vanous permettre de calculer t. En effet, on a, 
en appelant a et 6 les bras de levier des forces Q et ty 



d'ou 



D'un autre c6te, on a 



aQ^bt, 
aQ 



la force T — ^ agit comme force resistante pour s'opposer au 
mouvement de Tarbre (*). Si done R d^signe le bras de levier 

(*) Dans ce cas, nous regardons la force T — i comme force resistante, 
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de cetle force, son travail pour un nombre x de tours sera 
represent^ par 

en egalant cette quantite k la demi-force vive de I'arbre tour- 
nant, on delerminera le nombre x de tours que fera Tarbre 
jusqu'k son arr^t. 

Prenons/=o,2o (fer sur fonte sans enduit), 

ef^ — 2,56, 
«/«— 1=1,56. 

Si Tarbre lournait en sens inverse, il faudrait permuler 
T et t\ ce serait la plus petite tension qui passerait au point 



tandis que, dans le cas du freio applique aux. bateaux, la force T tout enti^re 
etait regardee comme resistante. II est facile de s'expliquer cette diflference. 
En effet, I'effort qui s'oppose au mouvement de I'arbre est TefTort total 
developpe par le frottement. Or, le frottement sur une surface c?a est egal 
A/Trfa, et 

Done, la force que produit le frottement k chaque point est <iT; le moment 
de cette force est RcTT; done le moment total du frottement sera 



/' 



Rcrr=^R(T-o- 

Dans le cas du bateau, si nous le considcrons seul, il est bien Evident que 
la resistance qui lui est appliquee est T, et que le travail de cetle force est T/. 

Si nous voulons, au contraire, considerer I'ensemble du bateau et du cor- 
don, T devient une force interieure dont le travail est nul si la corde ne 
s'allonge pas, et la somme des travaux r^sistants appliques au systeme est : 

1* D'une part, le travail total du frottement 

(T-0/; 

2" De plus, le travail T/ developpe par I'homme qui tire I'extr^mit^ de 
la corde, ce qui fait en tout, pour le travail resistant, 

a. 

C'est ce qu'on avait trouv^ imm^diatement en considerant le bateau seul, 
et en lui appliquant le theoreme du travail. 
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fixe; on aurait 

b 

et le coefficient num6rique 

e/a— I -1,56 

serait remplace par 

e/«- I . 

La premiere disposition est done preferable; mais le plus sou- 
vent les freins doi\enl servir a arr^ter le mouvement commu- 
nique a un arbre, tant6t dans un sens, tant6t dans Tautre, en 
sorte que le plus avantageux est d'employer un frein dont les 
deux extremites soient fixees k Textremile de deux leviers 
egaux; il faut alors faire en sorte de donner k ces bras de 
levier la plus petite longueur possible. 

Ces freins, employes comme nous venons de le dire, sont 
tr^s mauvais, surtout Jorsqu'on s'en sert pour donner k une 
machine toute la securite possible. Quand la vie des hommes 
se trouve mise en jeu, comme dans les roues k chevilles ou 
a marches, on a besoin de freins tres sClrs et tres puissants. 
On pent dire la m^me chose des machines qui servent pour 
Textraction des minerals ou de la houille. Les cuveaux char- 
ges, mus par une machine a vapeur, montent avec une tres 
grande rapidite, et il faut les arreter tres rapidement aussit6t 
qu'ils sont arrives a I'orifice superieur du puits, sans quoi le 
cuveau monterait jusqu*aux molettes, briserait les poulies et 
tous les appareils qu'il rencontrerait sur son chemin, se bri- 
serait lui-m^me, et son chargement retombant dans le puits 
pourrait occasionner de tres graves accidents. II faut aussi 
pouvoir arreter le cuveau a un moment quelconque de la 
course dans un cas d'accident. Pour cela, il ne faut pas comp- 
ter sur la presence d'esprit ou sur le deploiement de la force 
musculaire d'un homme dans un moment critique. Aussi, 
c'est un agent inanime qui doit etre charge de la manoeuvre 
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de force, le rdle de Tagent intelligent 6tant born6 au soin de 
lecher une detente pour mettre en jeu Teffort principal. On a 
pour cela un cylindre ^ vapeur special dans lequel se trouve 
un piston dont la tige est chargee de produire Teifort Q quand 
le cylindre regoit de la vapeur, et il suffit pour cela d'ouvrir 
a un moment donn6 le robinet qui laisse arriver la vapeur. Ce 
robinet pent 6tre facilement ouvert par le mecanicien au 
moyen d'un certain systeme de leviers qui se trouve h sa por- 
tee. Si le mecanicien, ne faisant pas assez attention, oubliait 
d'ouvrir le robinet, le receveur place k Tentr^e du puits, assez 
loin de la machine, Touvrirait lui-m^me au moyen d'une trans- 
mission convenable. 

Enfin, le cas ou tons les deux seraient inattentifs a encore 
et6 pr6vu : le cuveau, en montant, rencontrerait un obstacle 
sur lequel il presserait, et cette pression m6me, transmise par 
un systeme particulier, ferait ouvrir le robinet par lequel 
s'introduit la vapeur. 

Tout cela est ^videmment fonde sur ce que Teffort d6ve- 
lopp6 est ind^pendant de celui qu'on demande du moteur. Ce 
dernier pent ^tre tres petit, puisqu'il se borne h lecher une 
detente, a ouvrir un robinet. 

C*est h un r61e analogue que se bornent jusqu'a present les 
applications de r61ectricit6 dansl'industrie. II serait absurde, 
dans I'etat actuel de la Science, d'employer cet agent k d6ve- 
lopper directement de la force; on pent, au contraire, s*en 
servir avec une grande precision pour mettre en jeu, au 
moment voulu, la force d'un poids ou d'un ressort. 



Des courroies sans Jin, 

Deux arbres tournant autour des axes A et A' {fig. 94) por- 
tent des poulies sur lesquelles s'enroule une corde ou courroie 
sans fin convenablement tendue. Les forces P et Q 6tant appli- 
quees respectivement k deux poulies ou roues mont^es sur 
les memes arbres, on demande les conditions d'^quilibre a 
rinstant ou le mouvement est sur le point de nattre dans le 
sens de la force mouvante P, eu egard aux frottements des 
tourillons A et A', et faisant abstraction de la roideur de la 
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couiToie, laquelle est ordinairement peu sensible. Pour plus 
de simplicity, on suppose les forces P et Q verlicales et la 
courroie sensiblement horizontale entre les deux poulies. 

Si la courroie est suffisamment tendue pour ne glisser sur 
aucune des poulies, en nommant T et ^ les tensions des deux 
portions de la courroie, R et R' les rayons des poulies, p et p' 
les rayons des tourillons, p ei q le bras de levier des forces P 
et Q, on aura, pour Tequilibre de la poulie A, 



(I) P;,_(T-OR-/,P\/P^+(T-hO^ = o; 

pour la poulie A', 

(2) (T-0R'-Q^-/ipVQ' + vT4-7)'^ = o. 

Pour que la courroie ne glisse sur aucune des deux poulies, 

T 

il faut que le rapport - soit plus petit que la valeur calculee 

pour le cas ou le glissement est sur le point de nattre. Ainsi, 
on devra avoir en m^me temps 

fj, /j J f's' 

- <e^ et - <e^' 9 
t t 

s et s' etant les arcs embrasses par la courroie sur les poulies 
A et A'. Dans I'hypothese de Tenonce, on a 

s s' 

R""R^""^' 

mais le coefficient / pent n'^tre pas le m^me pour les deux 
poulies. 

Soit m le plus petit des seconds membres des in6galites 
precedentes; on devra poser 

T 

(3) — < m ou bien T=:K7n^, 

K 6tant un nombre moindre que runit6 et d'autant plus petit 
que Tappareil sera expose k plus de secousses. Si cette cir- 
constance n'existe pas, on fera K =: 0,9 environ. 

Les equations (i), (2), (3) fournissent la solution du pro- 
bleme en permettant de calculer les inconnues P, T, t. 
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Connaissant ainsi les tensions T et ^ que les deux brins de 
la courroie prendront dans le mouvement uniforme, on aura 
la tension que Ton devra donner a la courroie dans Fetal 
d'equilibre, en admettantque la somme T -i- t reste a tres peu 
pres constante. Soil done Tq la tension commune des deux 
brins quand Tappareil est en equilibre, on aura 

ce qui determine la valeur minima de Tq. 

En general, on doit eviter de tendre la courroie beaucoup 
plus qu'il ne faut, parce que la r^sultante des deux tensions 
produit une pression sur chacun des axes etdonne par conse- 
quent lieu k un accroissement de frottement. 

Independamment des variations de tensions qui sont dues 
au mouvement, la courroie en subit encore d'autres qui depen- 
dent de Tetat hygrom^trique de Tatmosphere. Pour y reme- 
dier, on emploie une poulie de tension appelee aussi tendeur, 

Une courroie sans fin etant en mouvement sur une poulie 
motrice et sur une poulie folle, h Tinstant ou on la fait passer 
sur une poulie r^sistante, commence par y glisser; car la par- 
tie immobile ne saurait prendre inslantanement la vitesse de 
la courroie. On evite ainsi les chocs, le mouvement de la pou- 
lie rdsistante s'accel6rant peu h peu sous Teffort tangentiel 

Tant que le glissement dure, on a 
Mais nous avons admis 
d'ou 
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CHAPITRE IV. 

APPAREILS SERVANT A MESURER LE TRAVAIL DES FORCES. 



L'expression g^n^rale du travail d'une force F, correspon- 
dant k un certain espace parcouru par son point d'application, 
6tant 



TF= f FdscosF, dsy 



les formules de quadrature' rigoureuse ou approximative nous 
permettront de calculer cette quantite toutes les fois que nous 
connaftrons la loi qui lie la force tangentielle a Tespace par- 
couru. 

Dans le cas oii celte loi n'est pas susceptible d'une expres- 
sion math6matique, on a des appareils qui donnent la force 
en chaque point et qui enregistrent leurs indications sous 
forme graphique. On s'arrange ordinairement de maniere k 
faire decrire k ces instruments une courbe dont les abscisses 
soient proportionnelles aux chemins parcourus et les ordon- 
n6es aux efforts tangentiels ; Taire de cette courbe represente 
le travail. Enfin ces monies appareils calculent cette aire soit 
en m^me temps que la courbe se ddcrit, soit posterieurement. 

Nous allons en donner quelques exemples. 

§ XIII. — Travail de la vapeur sur un piston. 

On sait que la partie essentielle de la machine k vapeur est 
un cylindre dans lequel se meutun piston. La force elaslique 
de la vapeur s*exerce k ia fois sur les parois fixes du cylindre 
et sur le piston mobile; elle d^veloppe done un certain tra- 
vail tant que le piston peut marcher dans ie sens de la pres- 
sion qu'il supporte. 

B. — II. 1 5 
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Gherchons d'abord h calculer d'une mani^re g6n6rale le tra- 
vail d6velopp6 par la force elastique d'un gaz renferm^ dans 
une enveloppe quelconque, quand cette enveloppe 6prouve 
un changement de forme quelconque. 

Designons par p la pression de la vapeur, c'est-k-dire le 
nombre de kilogrammes qui ferail 6quilibre ^ la force elas- 
tique de cette vapeur s'exergant sur un metre carr6 de surface : 
chaque Element ci) de la surface interne de Tenveloppe sup- 
porte une charge />&), et Ton obtient le travail 616mentaire de 
cette force en multipliantjow par la projection sur la normale 
du chemin parcouru. 

Done le travail 616mentaire de cette force est T<j = /?Aa), 
h 6tant la portion de la normale intercept6e entre les deux 
positions de Tenveloppe. Or la quantity Aw pent dtre repre- 
sentee par le volume du tronc de prisme ayant w pour base, 
et termini aux deux surfaces. Done le travail ei^mentaire 
pour tout le gaz est 

^1, = pd^>. 



2 



Pour pouvoir int6grer, il faut connaitre la loi qui lie p^ v. 
Considerons seulement deux cas : 

i<> L'enveloppe est en communication avec un reservoir a 
pression constante. Alors on a 



Tm/? I dv—p{v^—s>Q). 



2<» L'enveloppe est isol^e. On ne sait pas alors la loi qui lie 
p}i v,^ moins que la temperature ne soit constante. Alors, 
d'apr^s la loi de Mariotte, on a 

pv = const. = C ; 
done 

S z= / — - = Clogf^ 4- K. 

Appliquons ceci au cas le plus ordinaire d'une machine li 
vapeur k detente. 

Pendant que le piston parcourt un chemin v^ {fig. 55), le 
cylindre communique avec la chaudiere, de sorte que le gaz 
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est a une pression constante po; le travail du piston pour ce 
parcours est egal a /?o^o« 

Ensuite la communication est interrompue, et le volume i>o 
de vapeur se dilate. Done Je travail est 






or, en supposant la temperature constante, on a 

p^v^=pv. 



d'ou 






V 



done le travail est 



Pq^\ I — =/?o^olognep. — =/?o^olognep. -^i 

done le travail pour toute la course du piston est ^gal a 

/?oi^oM-Hlognep. -^j (*). 

II faut retrancher de cette expression, pour avoir le travail 
reel du piston, le travail resistant qui resulte de la presence 
du gaz ou de la vapeur derriere lui, car le corps de pompe 
communique avec un condenseur ou avec Tatmosphere. Dans 



(*) Si je suppose que p^ tende vers z^ro, c'est-a-dire que le volume du 
corps de pompe augmente indefiniment, le travail correspondant est infini. 
II semble ainsi qu'une m^me quantite de vapeur puisse fournir un travail 
infiai. G'est la une de ces absurdites qui montrent combien de precautions 
sont n^cessaires pour Temploi des formules etablies dans certaines hypo- 
theses qu'on est porte k oublier une fois qu'on est en possession du r^sultat. 
Ici, nous avons ^tabli la formule en supposant la temperature constante. 
Or, si la vapeur se dilate, il y a abaissement de temperature, ^ moins 
qu'on ne restitue de la chaleur au corps de pompe au moyen d'une double 
enveloppe de vapeur par exemple ; de sorte que le travail pourra devenir 
infini, mais il est clair qu'on devra compter pour quelque chose la chaleur 
qu'on est oblige de fournir pour maintenir le gaz k une temperature 
constante. G'est ainsi que le poids d'une horloge pent servir indefiniment 
et d^veloppe dans un espace limite une quantity de travail ind^finie, k la 
condition qu'on le remonte k des intervalles de temps convenables. 
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les deux cas, la pression est constante et ^gale h /?j. Le tra- 
vail produit est done 

Px 

Done, enfin, le travail disponible sur le piston est 



..,.(.. log g -!;)(.). 



Etant donn^e une machine ^ vapeur en marche, il est tres 
inl6ressant de mesurer directement le travail reellement 
d6velopp6 sur le piston, afin de voir dans quelle mesure les 
formules pr6c6dentes peuvent repr^senter le ph^nom^ne. Ce 
travail sera loin d'etre enlierement utilise par la machine, k 
cause des frottemenls qui existent dans les pieces qui trans- 
mettent le mouvement du piston ^ Toutil. 

Voici la description de I'appareil qui donne la solution de 
cette question. 

Indicateur de Watt. 

Un petit cylindre AB {Jig. loo) est dispose de maniere k se 
visser sur Tun des fonds du cylindre de la machine, et com- 
munique avec rinlerieur par son extremity A. Un piston C 
regoit Taction de la vapeur et monte plus ou moins dans le 
cylindre AB, en comprimant un ressort en h^lice qui le sur- 
monte. Un crayon, fix6 a la tige du piston, vient s'appuyer 
par sa pointe sur un cylindre lateral D qui est reconvert d'une 
bande de papier, et qui revolt autour de son axe EF un mou- 
vement de rotation alternatif proportionnel au mouvement du 
piston de la machine k vapeur. Le crayon trace une courbe 
fermee sur le papier qui enveloppe le cylindre D; Taire de 
cette courbe sert de mesure au travail moteur developp6 par 
la vapeur pendant que le piston de la machine cede k son 



(*) Si N d^signe le nombre de simples courses du piston pai;. minute, la 
force de la machine en chevaux est 



g^''.A(> +logg -f) (PONCIKT). 
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action, diminu6 du travail resistant qu'elle occasionne lorsque 
ce piston marche en sens contraire. 

La forme th6orique de la courbe est celle de la fig. loi, 
dans laquelle AB repr6sente la ligne atmospMrique, c'est- 
^-dire la ligne que d^crirait le crayon si la vapeur dans le 
cylindre conservait la pression atmosph^rique. Je suppose 
qu*au depart du piston le crayon soit en C; 11 d^crira d*abord 
une ligne horizontale CD, parce que pendant'Un certain temps 
le corps de pompe communique avec la cbaudidre et que, par 
suite, la vapeur y garde une pression constante. Ensuite, la 
pression diminue, le crayon decritla courbe DE. Puis le corps 
de pompe communique avec le condenseur, la pression 
descend rapidement, ce qui donne une droite EF, le point F 
correspondant h la pression du condenseur; puis, quand le 
piston revient ^ sa premiere position, la pression ne cbangeant 
pas, le crayon decrit I'horizontale FG. Enfin on fait arriver la 
vapeur, la pression augmenle presque instantan6ment, ce qui 
donne une verticale GC. 

En pratique, on n'obtient que des courbes approch6es de 
celles-lk et qui oscillent de part et d'autre d'une certaine 
position moyenne. C*est Taire de cette courbe moyenne qu'on 
prend pour la mesure du travail. 

On pent graduer I'indicateur de Watt et chercher k quelle 
hauteur doit monter le crayon pour une pression d6termin6e, 
et par suite, inversement, 6tant donnee la position du crayon, 
determiner la pression. 11 suffit de retourner Tindicateur et 
d\y suspendre successivement des poids qui produiront sur 
le ressort des charges correspondant aux pressions de i**°^, 
2'*™, 3»*"», etc. II est facile de determiner le poids qui corres- 
pond k 1**°* quand on connaft la section du cylindre AB. En 
effet, la pression atmosph^riqueequivautk un poids de loSSo'^s 
par metre carre; done, si A est la section du cylindre rap- 
port6e au mdtre carr6, 

A X io33o 

est le poids qui correspond k la pression de i**™ sur le piston C. 

L'indicateur de Watt donnerait exactement a chaque instant 

la pression de la vapeur dans Tint^rieur du cylindre, s'il y 

avait 6quilibre entre la force resultant de cette pression et la 
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tension du ressort. Or, il n'en est point ainsi pendant que la 
pression de la vapeur diminue par Teffet de la detente, et 
surtout pendant que cette m^me pression augmente rapide- 
ment au commencement de la course du piston, lorsqu'on 
vient d'ouvrir brusquement la communication du cylindre 
avecla chaudi^re. 

Aussi le sommet C du diagramme presente-t-il toujours 
une pointe plus* ou moins haute, provenant de ce que le 
piston est violemment lanc6 vers le haut, d^passe la position 
qui conviendrait h T^quilibre, et ne se fixe dans cette posi- 
tion qu*apres un certain nombre d'oscillations dont la trace 
est visible sur la courbe. On attenue cet effet en diminuant 
la masse du piston, resultat qui a ete obtenu par M. Clair en 
construisant en aluminium le piston ainsi que sa tige. 

M. Clair avait aussi imaging, par une combinaison cinema- 
tique extr^mement ing6nieuse fondle sur les propriet^s de 
Tencliquetage Dobo, de remplacer le mouvement alternatif 
du cylindre sur lequel se trouve le papier par un mouve- 
ment continu, de maniere que les courbes trac^es par le 
crayon pour un certain nombre de coups de piston successifs 
se placent k la suite les unes des autres au lieu de se super- 
poser. La disposition ancienne est peut-^tre preferable, en 
ce sens qu'elle fait mieux ressortir la courbe moyenne au 
milieu des irr6gularit6s accidentelles qui affectent chaque 
coup de piston. 

§ XIV. — Dtnamom&tres a bande et a comptecr. 

Pour niesurer facilement une force considerable, on fait 
usage de dynamometres fondes sur les propri6t6s des lames 
61astiques Archies par un effort transversal (^^. 96 ). Deux 
lames de ressort paralleles sont reunies par leurs extr^mit^s ; 
et s'il s'agil, par exemple, de mesurer TefTort d'un cheval attele 
^ une voiture, on attachera le milieu de Tune des lames k la 
voiture, et on fera tirer le cheval sur Tautre lame. L'expe- 
rience prouve que T^cartement des points C et D est propor- 
tionnei ^ Teffort exerce, el il est facile de determiner experi- 
mentalement Tecart correspondanl ^ un effort connu. 
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Dynamometre de traction a bande. 

On peut enregistrer d'une maniere continue les indications 
fournies par cet appareil, en le combinant avec un systeme 
de bobines a bandes de papier, analogue k celui que repre- 
sente \difig, 99 bis. 

La force de traction est appliquee suivant la direction AB 
et determine un accroissement de la distance des milieux C, 
D des deux lames. La bande de papier se meut au-dessous du 
dynamometre suivant une direction perpendicuiaire a AB. 
Un crayon fixe au point D trace une ligne courbe sur la bande 
de papier; un autre crayon porte par une piece qui estfix6e 
au point C trace en m^me temps la ligne que tracerait le 
premier crayon, si le point D ne s'etait pas 6cart6 du point C 
par Taction de la force. La distance mn de ces deux lignes 
{fig. 96), prise perpendiculairement a la longueur de la bande 
de papier, sert de mesure k la force qui agit sur le dynamo- 
metre, au moment oti le crayon fixe en D marque le point m. 
Si la bande de papier est animee d'un mouvement uniforme 
transmis par un mecanisme d'horlogerie, la courbe obtenue 
fait connaltre la loi de la force par rapport au temps; si le 
mouvement de la bande est proportionnel k celui du corps 
auquel est appliquee la force de traction, la courbe tracee 
sur la bande par le crayon D fait connaitre la loi de cette 
force par rapport au chemin parcouru. Dans ce dernier cas, 
Taire mnpq fournit la valeur du travail de la force corres- 
pondant au temps pendant lequel la bande a marche de la 
quantite nq. 

Dynamometre de traction d compteur. 

Un plateau circulaire AB {fig. 97) revolt un mouvement de 
rotation autour de son axe CD; ce mouvement est propor- 
tionnel k celui du corps auquel la force est appliquee. Une 
boite E, fix6e au milieu de la lame anterieure d*un dynamo- 
metre, porte une roulette qui est tres mobile autour d'un axe 
parallele k la direction de la force, et qui s'appuie en G sur 
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le plateau; cette roulette touche le plateau en C lorsque 
aucune force n*6carte les lames du dynamom^tre. La force 
de traction ayanl transport^ la roulette de G en G, et le pla- 
teau ayant un mouvement proportionnel k celui du point 
d'application de la force, on reconnait ais^ment que la quan- 
tite dont tourne la roulette par suite de son adherence avec 
le plateau est proportionnelle au travail de la force. Le mou- 
vement de la roulette se transmet par un m6canisme d'hor- 
logerie h un cadran divis6 dont les diverses parties passent 
ainsi sous un point de repere fixe. L'observation des positions 
initiale et finale de ce cadran fait connattre le nombre de 
lours dont la roulette a tourne pendant la duree de I'expe- 
rience, et, par suite, le travail produit par la force pendant ce 
temps. On determine la quantity de travail qui correspond h 
chaque division du cadran mobile par une experience pr6a- 
lable. 

Les dynamomelres de traction h bande et h compteur 
peuvent 6tre employes, par exemple, pour mesurer le travail 
developp6 dans le tirage des voitures. Dans ce cas, on transmet 
h la bande de papier, ou au plateau, un mouvement propor- 
tionnel k celui de la voiture, au moyen d'une corde sans fin 
que Ton fait passer dans la gorge d'une poulie adapt^e au 
moyeu de Tune des roues de la voiture. 

Les appareils h bande ont Tavantage de donner la loi de 
variation de I'effort avec toutes les circonstances. 



Manwelie djnamometrique, 

Cette manivelle se substitue a une manivelle ordinaire, 
lorsque Ton veut mesurer le travail n6cessaire pour entre- 
tenir le mouvement de rotation de Tarbre auquel elle est 
adapt^e. Une lame de ressort A (Jig. 98), fix6eparune de ses 
exlr^mit^s dans la pi^ce B qui fait corps avec Tarbre, vient 
passer a son autre extr6mit6 entre deux couteaux d'acier 
port6s par le bras CD de la manivelle. Ce bras CD est 6vid6 de 
maniere a laisser toute liberty au ressort A qui passe h son 
int^rieur; il pent d'ailleurs tourner librement autour du petit 
cylindre E fix6 h la pi^ce B dans le prolongement de Taxe de 
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rotation de I'arbre. Lorsqu'on agitsurla poigneeD pour faire 
tourner J'arbre, cette action se transmet tout enti^re k Tarbre 
par rintermediaire du ressort qui flechit en consequence. La 
piece B porte un appareil a bande de papier dispose en arriere 
du ressort; la bande se meutproportionnellement au mouve- 
ment de rotation de Tarbre et dans la direction du ressort A, 
lorsqu'il n'est pas tendu. Un crayon porte par le bras CD de 
la manivelle trace une courbe sur la bande de papier; un 
second crayon, porte par le support de la bande, trace en 
m^me temps la ligne que le premier crayon tracerait si le 
ressort A n'etait pas tendu pendant le mouvement. Ces deux 
lignes servent a determiner le travail developpe par la force 
qui agit sur la manivelle, comme dans le cas du dynamo- 
m^tre de traction a bande. 



Dynamometre de rotation. 

Pour mesurer le travail que developpe une machine en pro- 
duisant le mouvement de rotation d'un arbre soumis k Inaction 
de diverses resistances, on se sert de dynamometres qui ont 
une grande analogic avec la manivelle dynamometrique. Trois 
poulies A, B, C, destinees ^ recevoir des courroies, sont mon- 
tees sur un arbre DE {fig. 99). La premiere A est folle sur 
Tarbre, et peut tourner seule, tandis que le reste de Tappareil 
est en repos. La seconde poulie B est fixee invariablement 81 
Tarbre DE. La troisieme poulie C est folle sur Tarbre, comme 
la premiere; mais elle ne peut pas tourner ind^pendamment 
de lui, parce qu'elle lui est relive par des ressorts. Ces res- 
sorts, analogues a celui de la manivelle dynamometrique, sont 
implantes dans I'arbre DE, et dirig^s suivant des rayons de la 
poulie C; il y en a ordinairement deux, opposes Tun k Tautre. 
Les extremites de ces ressorts sont engagees entre des cou- 
teaux d'acier que porte la poulie C prds de sa circonference 
{fig. 99, detail C). Lorsque la poulie B tourne, elle entraine 
Tarbre DE qui fait corps avec elle; cet arbre entraine a son 
tour la poulie G par I'intermediaire des ressorts qui fl6chis- 
sent plus ou moins, suivant que la poulie C 6prouve une resis- 
tance plus ou moins grande. Pour se servir de cet appareil. 
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on Temploie comme intermediaire pour la transmission du 
mouvement a Tarbre auquel sont appliqu^es les resistances k 
vaincre. On enleve, par example, un manchon, qui sert k relier 
ensemble deux portions de cet arbre; puis on adapte a cha- 
eune de ces deux portions, ainsi rendues ind^pendantes Tune 
de Tautre, deux tambours M, N, destines a recevoir des cour- 
roies qui passent en m^me temps sur les poulies B, C de Tap- 
pareil. La poulie folle A sert k interrompre et k retablir k 
volont6 la transmission du mouvement, par un transport late- 
ral de la courroie du tambour M. Un appareil k bande de papier 
ou a compteur est installe a c6te de la poulie C (fig'- 99 bis) ; le 
mouvement de la bande de papier ou du plateau est propor- 
tionnel au mouvement de rotation de Tarbre, et le travail 
developpe pour entretenir ce mouvement est donne absolu- 
ment de la m^me maniere que dans les dynamometres de 
traction. 

§ XV. — Frein dynamom£trique DE Prony. 

Depuis longtemps les mecaniciens ont cherche k mesurer 
par des moyens directs, non pas le travail developp6 par le 
moteur, mais bien la quantity de travail transmise aux arbres 
tournants pendant le travail regulier des machines, parce que 
c'est \k ce qui interesse surtout Tindustriel. Dans le cas d'une 
machine a vapeur, par exemple, on pent mesurer le travail 
de la vapeur dans le cylindre au moyen de Tindicaleur de 
Watt. Mais il est possible qu'il y ait dans I'interieur du cylin- 
dre un travail considerable produit, et que, par suite de mau- 
vaises dispositions de la machine, le travail transmis a I'arbre 
soit de beaucoup diminu<§ et rendu trop faible pour les ma- 
chines que Tarbre tournant devra mettre en mouvement. On 
emploie pour mesurer le tra^>ail disponible le frein de Prony. 
J'entends par travail disponible sur un arbre donne le travail 
transmis par le moteur k la machine, diminue de celui qui 
est absorbe par les resistances passives des pieces interm6- 
diaires comprises entre le recepteur et I'arbre que Ton con- 
sidere. 

Le principe de cette machine est tres simple ; il consiste k 
supprimer les resistances ordinaires et a employer tout le tra- 
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vail transmis a Tarbre lournant pour vaincre un travail resis- 
tant facile k evaluer. Et comme, dans le mouvement regulier 
de la machine, le travail moteur est egal au travail resistant, 
nous aurons ainsi ce que nous cherchions, le travail moteur 
transmis h Tarbre h la condition que celui-ci se trouve dans 
Texp^rience absolument dans les memes conditions de vitesse 
et autres que dans le travail regulier. 

11 faut que Tarbre ait en un point de sa longueur une partie 
tournee, ou bien que Ton fixe dessus une poulie en fonte k 
gorge plate, egalement tourn6e. 

Le frein dynamometrique tel qu'il a 6te propose et d^crit 
par M. de Prony consiste en un levier ab garni d'un coussi- 
net e qui repose sur Tarbre tournant c, auquel la direction du 
levier est perpendiculaire (Jig. 102). Une autre piece a'b' 
placee sur Tarbre est reunie a la premiere ab par deux bou- 
lons dy d', au moyen desquels on peut serrer a volonte Tarbre 
entre les pieces ab, a'b^y qui portent le nom de mdchoires du 
frein. De la compression de I'arbre c entre les mdchoires 
resulte k sa circonference un frottement qui, pendant le mou- 
vement, tend a entrainer le levier ab et a le faire participer a 
la rotation de Tarbre; mais un poids P, place dans un plateau 
fixe au bout du levier, s'oppose a son mouvement et fait con- 
stamment equilibre au frottement qui se developpe sur la cir- 
conference de Tarbre. 

Pour faire un essai, on commence par supprimer Taction 
de toutes les resistances qui agissent sur la machine fonction- 
nant regulierement; puis, en augmentant ou diminuant le 
serrage des ecrous, on amene Ja machine k sa vitesse de 
regime; en meme temps on maintient le levier immobile en 
pla^ant un poids convenable dans le plateau. 

Si cette derniere condition est satisfaite et qu'on arrele 
Texperience a un instant oii la vitesse de la machine soit 
exactement ce qu'elle etait a I'instant initial, il est clair que 
le travail moteur transmis a I'arbre pendant toute la duree de 
Tessai est exactement egal au travail resistant developpe par 
le frottement des m^choir6s sur la jante de la poulie. 

Or, ce dernier travail est facile a obtenir. En effet, soit F 
une des forces tangentielles provenant de Taction des md- 
choires sur la circonference de la poulie; si nous designons 
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par /• le rayon de cette poulie et par w la vilesse angulaire de 

I'arbre, nous aurons pour le travail de la force F en une 

seconde 

Fwr, 

et pour le travail moleur depens6 pendant le m^me temps, 



T^^wr^F. 



D'un autre c6t6, le levier est en 6quilibre sous Taction du 
poids P, dont le moment, par rapport h I'axe, est PR, R etanl 
la distance du poids P h Taxe de rotation, et des forces du 
frottement dont les moments sont representes d'une mani^re 
gen^rale par Fr; done on a 

PR = r2F; 

T^PRo). 

On voit qu'on n'a besoin de connaltre ni la pression excr- 
ete par les m^choires du frein sur Tarbre, ni le rapport de 
cette pression au frottement F, et qu'il suffit de la faire varier 
en serrant ou desserrant les boulons d, d' et augmenlant ou 
diminuant en meme temps le poids P jusqu'a ce que Tarbre 
ait pris la vitesse sur laquelle on veut operer (*). 

La formule pr6c6dente a ete etablie dans Thypothese que la 
Vitesse de la machine 6tait exactement la m^me ^ la fin de 
Tessai qu'au commencement, et que, de plus, pendant loute 
la dur^e de I'essai le levier du frein reste immobile. 

La premiere condition oblige ^ donner ^ Tessai une dur6e 
assez longue, dix ^ quinze minutes au moins, pendant les- 
quelles on mesurera plusieurs fois la vilesse au moyen d'une 
monlre a secondes. Si la vilesse a diminue, c'est que le poids 
mis dans le plateau est trop fort, etilfautrecommencer Tessai 
apres avoir d6charg6 le plateau. Suivant le plus ou moins 

(') En mesurant le travail traDsmis par le moteur pour diff^rentes 
vitesses de la machine, on d^terminera la vitesse qui correspond au 
maximum d'eflfet utile, vitesse qui, ainsi que nous I'avons dit, est sans 
aucun rapport avec la vitesse qu'on veut faire prendre k I'oulil. 
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d'habilet^ de Top^rateur, ces corrections pourront entrainer 
des tatonnements p^nibles; maisilfaut remarquer qu'un lr6s 
faible changemenl de vitesse peut correspondre h une assez 
grande variation de force vive et, par suite, a une d6pense 
notable de travail, si la machine possMe plusieurs pieces fai- 
sant fonction de volants. L'erreur provenant de cette source 
aura d'ailleurs une importance relative d'autant plus faible 
que Tessai aura dur6 plus longtemps. 

Quant k la deuxieme condition, il n'est pas possible de 
maintenir le levier dans une position invariable pendant la 
dur^e que nous avons assignee. Le coefficient du frottement 
du frein sur la poulie, malgre toutes les precautions qu'on 
peut prendre (*), ne reste pas constant, de sorte que Tequi- 
libre se Irouve frequemment rompu; le levier s'^ldve ou 
s'abaisse, et, pour le ramener h Thorizontalite, on est oblige 
de diminuer ou d'augmenter le serrage, en agissant avecune 
clef sur les ecrous. 

II est evident que si, par suite des oscillations du levier, le 
moment du poids P (ainsi que le moment du poids du frein 
lui-m^me, dont il faut tenir compte toutes les fois que I'arbre 
n'est pas vertical) subit des variations, les resultats obtenus 
seront n^cessairement incertains et conduiront a des quan- 
tit6s de travail diflferentes, suivant que le levier sera rest6 
plus ou moins longtemps dans telle ou telle position. II est 
done indispensable que ces moments soient bien constants 
pour toutes les obliquites que le levier a la faculty de prendre. 

On obtient la Constance du moment de la charge du frein en 
attachant le plateau au levier k I'aide d'une courroie fixee k 
rcxtr6mit6 sup^rieure d'un arc en fer centra exactement sur 
Tarbre (y?^. io3). 



(») II faut, pour runiformit6 du frottement, que la jante de la poulie soit 
tourn^e et parfaitement centree sur I'axe de rotation, que les surfaces 
frottantes soient, pendant toute la dur^e de Tessai, k la m6me temperature 
et dans le m^me 6tat de lubrifaction. II y aurait avantage, pour que I'ef- 
fort necessaire au serrage f6t r^duit au minimum, k ce que le coefficient 
de frottement fAt tres grand, en m6me temps que r^gulier. 

On obtient la regularite et Ton ^vite T^chauffement en arrosant la poulie 
et les m^choires d'eau pure. II est inutile et m6me mauvais d'employer de 
Teau de savon. 
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Quant au moment du poids des freins, il ne peut etrerigou- 
reusement constant que si Tappareil est 6quilibr6 autour de 
I'axe de rotation, ce qui n'estpas le cas habituel. C'est la une 
cause d'erreur qui n'a 6te compl^tement 6vit6e que dans ie 
frein circuiaire de M. Kretz {fig^ 'o4)> que nous decrirons 
dans un instant. 

Lorsque ces deux conditions sont remplies, les oscillations 
inevitables du frein ne troublent en rien Inexactitude des 
resultats obtenusdans Tessai (*). 

Le moment du poids, pour les freins ordinaires, doit ^tre 
determine par une experience prealable dans laquelle on fait 
reposer la mS^choire superieure du frein sur un couteau A 
{fig* io5). Le frein tend ^ tomber du c6te du plateau; on le 
maintient horizontal k Taide de cales. Un peu au-dessus du 
frein est dispose un fl^au de balance BD dont I'une des extre- 
mites B est pr^cisement sur la direction de la verticale pas- 
sant par le centre de gravity du poids place dans le plateau. 
On attache une courroie, d'une part a cette extremite, d'autre 
part k la partie inferieure de Tare; on enieve les cales et Ton 
determine le poids 11 qu'il faut suspendre en D k I'autre bout 
du fieau pour maintenir le levier horizontal. 

Le poids 11, qui, ainsi applique ^ la distance R = AE, a 
precisement le m^me moment que le poids de Tappareil, se 
nomme tare du frein. 

L'inconvenient de cette maniere d'operer est que le levier 
ainsi place constitue une espece de balance, mais une balance 
paresseuse, de sorte qu*il regne une assez grande incertitude 
sur le poids qu'on doit mettre pour obtenir requilibre. II est 
cependant bien important d'avoir ce poids avec une grande 
exactitude, vu que pour des vitesses assez fortes il faut tres 
peu de chose pour representer un cheval de force. Une autre 
cause d'erreurtres grave provient de ce que, pendant la tare, 
la rotation ne se fait pas autour du m^me axe que pendant 
Tessai, et en vertu de ce que le frein forme de voussoirs se 
deforme, ce qui modifie la position de son centre de gravite. 



(*) Ces indications sont extraites du Memoire sur les conditions d.rem- 
plir dans I'emploi du frein dynaraometrique^ par M. Kretz ( Comptes 
rendusj 7 mars 1864 ). 
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M. Demondesir a supprime cet inconvenient en operant de 
la manieie suivante. 

On construit un disque en bois ayant exactement le m^me 
diametre que la poulie et traverse perpendiculairement a son 
plan par un couteau dont Tar^te passe par le centre {fig. io6). 
On monte le frein sur ce disque comme il doit I'etre sur la 
poulie pendant rexp6rience; on fait reposer tout le systeme 
par le tranchant du couteau sur un appui horizontal. La tare 
s'obtient alors par rapport au centre de la rotation pendant 
Tessai, et le degre de sensibilite de la balance ainsi consti- 
tu6 donne la mesure de Tapproximation que Ton pent obtenir 
avec le systeme du frein employ^. 

En g6n6ral, il sera bon de refaire la tare imm6diatement 
apres le dernier essai, car le frein est to uj ours fortement 
mouille dans I'experience, et Teau absorbee par les machoires 
et le levier pent apporter \ la tare des modifications notables. 

Du serrage. — Ces precautions etant prises^ il faut rendre 
la manoeuvre des ecrous aussi facile que possible, et s*ar- 
ranger de maniere que les efforts exerces pour cela aient un 
moment nul par rapport k Taxe, car le contraire fausserait 
evidemment les r^sultats de Tessai. Enfin il importe d'arr^ter 
les oscillations le plus vite possible, sans quoi le levier pour- 
rait ^tre emport6 dans un sens ou dans un autre avant que 
le serrage convenable ait pu etre 6tabli. 

Pour eviter ces accidents, il, est indispensable de limiter 
les excursions que pent faire le frein de part et d'autre de 
rhorizontale. On arrive a ce r^sultat en installant deux arrets 
solides G et H {fig. io5 et fig. 102), tels que de fortes tra- 
verses en charpente, centre lesquelles le levier vient buter k 
la hauteur des plus grandes oscillations qu*on veut lui per- 
mettre. Seulement, des que, dans un essai normal, le levier 
a touch^ Tun ou I'autre de ces arrets, Toperation a manqu6, 
car le choc a perdu une certaine quantite de travail. 

Le serrage est rendu facile et les efforts k exercer sont 
transmis dans Taplomb de Taxe en faisant agir une clef double 
sur le systeme de roues et de pignons indique dans la 
fig. io3 (*); mais, quelque facile que soit cette manoeuvre, 

(*) L'id^e de cette disposition est de M. de Saint-L^ger. 
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elle exige toujours un certain temps, et il convient, afin de 
ralentir les oscillations, de donner une valeur sufflsamment 
grande au moment d'inertie de Tappareil, c'est-Si-dire d*avoir 
une poulie de tres grand diam^tre, et d'eloigner le plateau de 
Taxe le plus possible- 

Stabilite du frein. — On pent s'arranger de maaiere que, 
s*il y a augmentation ou diminution du moment des frolle- 
ments, les variations du moment de la charge et des poids 
retablissent T^quilibre ; c'est ce qui arrive quand le levier est 
place au-dessous sans arc de cercle. On oblient ainsi une 
grande stability; mais, par cela m^me, on s'expose \ des 
erreurs, car le levier pent prendre une nouvelle position 
d'^quilibre sans que Fop^rateur soit oblige de manoeuvrer les 
ecrous et, par suite, de remettre le syst^me dans sa position 
normale. Avec Taulre disposition, rop<§rateur est oblige de 
corriger imm^dialement les moindres variations, sous peine 
de.laisser manquer Tessai. 

Diver ses dispositions donnees a u /rein. 

La disposition la plus habiluelle est celle de la Jig. 102, 
dans laquelle la mSlchoire inf^rieure est souvent remplac6e 
par une serie de voussoirs maintenus par une bande en fer 
(Jig. 106). 

Lai Jig. io3 repr^sente le frein employe par M. Holland et 
construit par M. Farcot (*) pour Tessai des machiaes de la 
manufacture des tabacs de Strasbourg. 

Le frein est mont6 sur une poulie en fonte tournee sur sa 
gorge et composee de deux parties qui se rapprochent pour 
embrasser Tarbre, et qui se r^unissent au moyen de boulons. 
La poulie est creuse, et ses joues sont perches de trous par 
lesquels on pent introduire dans Tint^rieur de la couronne 
un courantd'eau dans le but de pr^venir TechaufFementde la 
jante et d'uniformiser le frottement. Un deuxieme courant 
arrose, dans le m^me but, la partie ext^rieure de la couronne; 



(*) Les dispositions principales de ce frein avaient et^ indiqu^es ante- 
rieurement par M. de Saint-L^ger { Annates des Mines, t. .XII; iSS;). 



CHAP. IV. — APPAREILS MESURANT LE TRAVAIL DES FORCES. 24 « 

I'eau est amenee au moyen de deux tuyaux en plomb qui 
communiquent avec un reservoir superieur dont le niveau 
est maintenu constant au moyen d'une pompe elevant Teau 
d'un puits. On voit que de cette sorte les surfaces frottantes 
sonl maintenues a une temperature constante et toujours 
dans le m^me degre d'humidit6, et que, par suite, les condi- 
tions necessalres h runiformit6 du frottement se trouvent 
remplies. On emploie quelquefois Teau de savon; mais, si le 
frottement devient un peu plus r^gulier, il devient aussi 
beaucoup plus doux, ce qui a Tinconvenient d'exiger un trop 
grand effort pour le serrage. 

La m^choire superieure du frein est une piece de bois 
entaill^e circulairement. La m^choire inferieure se compose 
d'une serie de voussoirs en bois juxtaposes et retenus par une 
bande de fer plat qui les maintient appuyes centre la gorge. 
Cette bande de fer se termine par deux tiges rondes filetees 
a leur extremite pour recevoir un ecrou au moyen duquel on 
produit le serrage. 

Frein circulaire, — Enfm la disposition circulaire {fig. io4) 
imaginee par M. Krelz et employee pour la premiere fois par 
cet ingenieur en 1862 permet d'equilibrer parfaitement tout 
Tappareil et parait realiser de la maniere la plus satisfaisante 
les conditions d'exactitude et de facilite dans la manoeuvre. 

Le frein est monte sur le volant ou sur une roue de 
grand diam^tre. II se compose d'une serie de voussoirs en 
bois fix6s sur une bande de fer et symetriquement disposes 
par rapport ^ Tarbre. Aux deux extremites de la bande sent 
deux vis de sens inverse qui s'engagent dans un ecrou 
double A. La facilite avec laquelle cet ecrou se manoeuvre au 
moyen de quatre bras de levier est un premier avantage de la 
disposition que nous etudions; le frottement des ecrous centre 
les embases fixes est entierement supprime; de plus, le 
moment des efforts qu'il faut exercer est toujours nul par 
rapport a Taxe. La courroie est fixee a un secteur centre sur 
I'arbre, et Ton s'arrange de maniere que le centre de gravite 
de Tensemble du frein, moins la courroie et le plateau, soit 
exactement sur Taxe, ce qui donne une grande sensibilite a 
Tappareil et enleve les incertitudes provenant des variations 
B. — II. 16 
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du moment du poids pendant I'essai. S'il 6tait a'u-dessiis, la 
balance serait folle ; au-dessous, elle serait paresseuse. 

II n'y a done pas a s'occuper de la tare du frein, ou plut6t 
cette operation consistesimplementa fairecomciderle centre 
de gravite avec le centre de rotation, resultatauquel on arrive 
facilement par I'addition de lames de plomb sur les parties 
trop 16geres. 

La tare de ce frein reste tres sensiblement constante pen- 
dant Tessai, parce que I'eau qui vient impregner les voussoirs 
se repartit reguli^rement aulour de Taxe; on peut du reste 
la rendre invariable en saturant tous les voussoirs d'eau avant 
Texperience. 
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